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INLEIDING. 



Komen in de vergelijking eener vlakke kromme « niet homogeen 
optredende onaf hankeiyke parameters (of « + 1 homogene para- 
meters) voor, dan noemen we het geheel der krommen, die men 
verkrijgt door aan die parameters alle mogeiyke waarden toe te 
kennen, een krommen-systeem van de a^ orde of een oo ^systeem. 
Geeft een aan de krommen van het systeem opgelegde voorwaarde 
tot i onderling onafhankelijke vergeiykingen tusschen de parame- 
ters aanleiding, dan spreken we van een i-voudige voorwaarde of 
een voorwaarde van de dimemie i; we zeggen ook, dat de voor- 
waarde i gegevens vertegenwoordigt. Z^n nu aan de krommen van 
het systeem een of meer voorwaarden met een gezamenlijke 
dimensie u opgelegd, dan is de kromme daardoor bepaald, maar 
in het algemeen meerduidig. Dan doet zich dus de volgende 
vraag voor: 

Eet aantal krommen van een systeem van de u<^ orde te bepalen, 
die aan u gegevens voldoen. 

Deze vraag heeft natuurlek alleen dan beteekenis, als het systeem 
en de voorwaarden, die aan de krommen van het systeem z\jn 
opgelegd, van dien aard zyn, dat het vinden der krommen, die 
aan de vraag voldoen (die we kortweg oplossingen noemen), af han- 
keiyk gemaakt kan worden van het oplossen van een of meer 
algebraïsche vergeiykingen ; in dat geval noemen we het probleem 
algebraïsch, 

1 
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Hiervoor zal in de eerste plaats noodig zijn, dat we met een 
algebraïsch systeem te doen hebben, d. i. een systeem in welks 
vergeiyking de parameters algebraïsch voorkomend gemaakt kun- 
nen worden. We zeggen, dat de parameters a^öreèraiöc/i voorkomen, 
als de vergelijking der kromme door het oplossen van algebraïsche 
vergeiy kingen verkregen wordt zoodra de parameters gegeven zijn, 
dus als hy ieder stel parameters eenzelfde eindig aantal krommen 
van het systeem behoort. Verder zal om een algebraïsch probleem 
te krijgen nog noodig zyn, dat de voorwaarden algebraïsch z^'n, 
d. w. z. dat die voorwaarden tot algebraïsche betrekkingen tusschen 
de algebraïsch optredende parameters aanleiding geven. 

Met deze noodzakelijke beperkingen wordt dus de gestelde vraag: 

Probleem. Het aantal krommen van een algebraïsch systeem van 
de u^ orde te vinden, die aan u algebraïsche gegevens voldoen. 

Hiervoor is echter niet noodig, dat de krommen van het systeem 
algebraïsch zijn. Algebraïsche systemen van transcendente krommen 
zijn het eerst in de beschouwingen opgenomen door Fouret in 
1874 (1061) Comptes Rendus t. 78, 107 Buil. de la Soc. Math.t.2; 
zie ook 108 Buil. de la Soc. Math. t. 2, 111 idem t. 5, 109 Comptes 
Bendus t. 82; verder nog Halphen 112 Comptes Bendits t. 81, 113 
Journal de lAouville (3) t. 2). Verschillende door Chasles voor 
systemen van algebraïsche krommen uitgesproken stellingen zyn 
door Fouret en Halphen uitgebreid tot systemen gevormd door 
de integraalkrommen van algebraïsche differentiaalvergelijkingen. 
(Meer hierover vindt men in § 15.) 

In het volgende zullen we ons echter, tenzij het tegendeel 
uitdrukkelijk vermeld is, uitsluitend met vlakke algebraïsche 
krommen bezig houden. Wanneer nu in de vergelyking van het 
systeem van algebraïsche krommen eenige parameters ten getale 
van u algebraïsch voorkomen, dan volgt daar niet uit dat die 



1) De vet gedrukte nummers verwqzen naar de literatuuropgave, waar 
men nauwkeurig titel en vindplaats vermeld zal vinden. 
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parameters rationaal in de vergelijking optreden, zooals ten 
onrechte door de Jonqüières i) beweerd is. Wel kan de verge- 
lijking van liet systeem van de «de orde rationaal in de para- 
meters gemaakt worden door invoering van meer dan u (niet 
homogene) parameters. Op deze wtjze kan de vergelyking steeds 
lineair in de parameters gemaakt worden, zooals b.v. onmiddellyk 
is in te zien door de coëfficiënten van de algemeene vergelijking 



^) De Jonquièbes (12 Joum, de Lionville (2) t, 6) noemt een systeem 
van de eerste orde van krommen, waarvan er N door een willekeurig 
gegeven punt gaan, een reeks krommen met den index N, Op p. 114 en 
115 1. c. leest men : 

„/F. Lemme, Toutes les courbes Cn d'une série d'indice N peuvent 
être représentées par une équation F(yx) = du degré n dont tous les 
coëfficients sont des fonctions algébriques entières et rationelles d*une 
indéterminée A, qui s'élève, dans Tun d'entre eux au moins, au degré N, 
mals jaimais a un degré supérieur, etc." (Zie ook 98 p. 51). De onjuistheid 
hiervan is door Caylby (3 Phil, Trans. Fol. 158, Coll, Pap. Fol. 6, 
Annex n^. 1) het eerst opgemerkt. Komen b.v. in de vergelijking der 
kromme » + l parameters homogeen en lineair voor, en bestaan er tus- 
schen die parameters i — 1 algebraïsche betrekkingen, waardoor men een 
krommensysteem van de eerste orde verkrggt, dan kan men de i'\'\ 
parameters der krommen van het systeem opvatten als de homogene coör- 
dinaten van een punt, dat ligt op een meetkundige plaats van den graad N 
en van i — 1 afmetingen, die gelegen is in een ruimte van i afmetingen. 
Alleen als die meetkundige plaats rationatd is, kunnen die t-|-l para- 
meters rationaal in één parameter A worden uitgedrukt, waardoor na de 
substitutie de vergelqking van het systeem rationaal in één parameter 
wordt. Wel kan ook in het algemeen die vergel^'king rationaal in één 
parameter gemaakt worden, maar niet zonder dat de graad der vergel jking 
in d? en y een veelvoud van », b.v. q n wordt. Voor een bepaalde waarde 
van A stelt de vergelyking dan het geheel van q krommen Cn voor, 
waarvan er in het algemeen slechts één tot het oorspronkel^'ke systeem 
behoort 

1* 
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van den mden graad als parameters op te vatten, waartusschen 
dan eenige algebraïsche betrekkingen bestaan. Die betrekkingen 
kunnen we dan echter ook onder de gegevens rangschikken, 
waardoor het aantal parameters der Cm im{m + S) wordt. 

We kunnen het gestelde probleem dus ook als volgt formuleeren : 

Probleem. Het aantal vlakke algebraïsche krommen van den 
graad m te vinden, die aan im (m + S) algebraïsche gegevens vol- 
doen. 

In het Eerste Hoofdstuk bespreken we de door Cayley gebezigde 
„quasi-geometrische" voorstelling der voorwaarden door meet- 
kundige plaatsen in meer-dimensionale ruimten. Beschouwt men 
n. 1. de parameters van een kromme van een cx)«-systeem als 
de coördinaten van een punt in een «-dimensionale ruimte, dan 
wordt iedere voorwaarde door een meetkundige plaats voorgesteld. 
De studie der krommen, die aan die voorwaarden voldoen, komt 
dan neer op een studie dier meetkundige plaatsen. Bij de toe- 
passing dezer methode kan men echter op groote algebraïsche 
moeilykheden stuiten. 

We vermelden hier een tweetal resultaten, die we met behulp 
der CAYLEY'sche methode verkregen hebben (zie §2): 

Het aantal krommen van den mden graad door i{m — 1) (m + 4) 
gegeven punten, die op een gegeven kromme van den graad n en de 
klasse k een dubbelpunt hebben, bedraagt 3 w (m — 1). 

Het aantal krommen van den m^en graad door j^im—l) {m-i-4) ge- 
geven punten, die een dubbelpunt hebben en elders een gegeven 
kromme van den graad n en de klasse k aanraken, bedraagt 
3(t» - 1) [kim- l)-|-2wm(m — 2)|. 

In het Tweede Hoofdstuk behandelen we de karakteristieken- 
theorie. Hierby worden de onderzoekingen van Chasles, Zeuthen 
Crbmona, Schübert en Halphen besproken. Bij de uitbreiding, 
die door Schübert aan het karakteristiekenprobleem gegeven is, 
(§8), ben ik echter eenigszins van den door hem gevolgden weg 
afgeweken. Deze afwijking komt neer op de opstelling der ver- 
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geljjking (?) voor het aantal bc der van u parameters afhan- 
gende figuren, die tegeltjkertyd aan een t-voudige voorwaarde 
b en een «— i-voudige voorwaarde c voldoen. Deze vergelijking 
geeft na symbolische deeling door c de i-voudige karakteristieken- 
formule (die b in een aantal willekeurig gekozen t-voudige voor- 
waarden uitdrukt), na deeling door b de «—t-voudige karakteris- 
tiekenformule. In de paragrafen 9 en 10 hebben we gelegenheid 
de gevonden vergelijking op eenige gevallen toe te passen. 

Uit de onderzoekingen van Halphkn weet men echter, dat 
zelfs voor kegelsneden het karakteristiekenprobleem niet voor 
alle denkbare voorwaarden oplosbaar is, m.a.w. niet iedere voor- 
waarde in een eindig aantal karakteristieken is uit te drukken. 
Voor ingewikkelder figuren moet men volstaan met betrekkingen 
tusschen verschillende voorwaarden af te leiden, liefst zulke 
waarbij ingewikkelder voorwaarden in eenvoudigere (b.v. degene- 
ratievoorwaarden) worden uitgedrukt. HierbO blijft dan geheel in 
het midden gelaten of een dergelijke voorstelling ook voor andere 
dan de beschouwde voorwaarden gelukt, zoodat er nu van eigen- 
lijke karakteristieken geen sprake is. De hierop betrekking heb- 
bende onderzoekingen van Zeüthen, Schübebt en Krey vinden 
in het Derde Hoofdstuk een plaats, waar ook* andere met de 
karakteristiekentheorie verband houdende onderzoekingen z^jn 
ondergebracht. Ook enkele op transcendente krommen, algebraï- 
sche en transcendente oppervlakken en ruimtekrommen en op 
algebraïsche vlakke krommen in de ruimte betrekking hebbende 
resultaten worden aldaar vermeld. 

In de dan volgende hoofdstukken onderstellen we, dat de voor- 
waarden, die aan de Cm zyn opgelegd, uitsluitend aanrakings- 
voorwaarden z^n. We onderscheiden hierby twee soorten van 
aanrakingsvoorwaarden, t. w. voorwaarden van vaste en vsLUvr^e 
aanraking. 

De voorwaarde van vaste aanraking vordert, dat de Cm aan een 
gegeven kromme in een gegeven punt een aanraking van voorgeschreven 
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orde vertoont, terwyl de voorwaarde van vrije aanraking vordert, 
dai Cm Qjan een gegeven kromme in een niet-gegeven punt een aan- 
raking van voorgeschreven orde volbrengt. 

Is de vaste aanraking nul-voudig i), dan behelst de voorwaarde, 
dat Cm door een gegeven punt van een gegeven kromme gaan 
moet. Van die gegeven kromme behoeft men dan behalve het 
gegeven punt niets te kennen. Men heeft dus: 

De voorwaarde door een gegeven punt F te gaan is een voor- 
waarde van vaste nul-voudige aanraking. Deze voorwaarde geeft tot 
één lineaire betrekking tusschen de parameters aanleiding ^). 

Hierby denken we ons als parameters de coëfl&cienten der alge- 
meene vergelijking van den mden graad. Het punt F noemen we 
een gegeven punt. 

Is de vaste aanraking meervoudig, dan behoeft men de gegeven 
kromme ook niet geheel te kennen. Evenmin is het noodig, dat 
de gegeven kromme algebraïsch is. Om echter bij een transcen- 
dente kromme van een aanraking van bepaalde orde te kunnen 
spreken, is het noodig dat de gegeven kromme in de buurt van 
het gegeven punt door een convergeerende reeksontwikkeling kan 
worden voorgesteld, waarvan alle exponenten rationaal zijn met 
een eindigen gemeenschappelvjken noemer. Daar dit blykens Puiseüx' 
onderzoekingen (170 Joum. de Liouv. (1) t. 15) voor ieder punt 
eener algebraïsche kromme het geval is 8), kunnen we een dergelijk 
punt eener transcendente kromme een algebraïsch punt noemen. 



i') Onder een k-voudige aanraking of aanraking van de kde orde verstaan 
we een aanraking, waarb^ k-{-l snijpunten in het raakpunt samenvallen. 
Ook noemen we zulk een aanraking wel k -\- l-puntig. 

2) Hieruit volgt, dat in het algemeen de Cm door de voorwaarde door 
im(m-^S) gegeven punten te gaan ondubbelzinnig bepaald is. 

8) Graan er door het beschouwde punt meerdere takken, dan krggt men 
meerdere reeksontwikkelingen. We onderstellen dan echter, dat de voor- 
waarde van vaste aanraking slechts op één dier takken betrekking heeft. 
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Eenvoudigheidshalve nemen we aan, dat dit algebraïsche punt 
van dm eersten graad of lineair is, d.w.z. dat de gegeven kromme 
in de buurt van dit punt kan worden voorgesteld door één enkele 
convergente reeksontwikkeling van y naar opklimmende geheele 
positieve machten van o;, als ten minste de raaklyn in het gegeven 
punt (dat we als oorsprong kiezen) niet evenwijdig loopt aan de 
Y-as van het Cartesiaansche coördinatenstelsel (hetgeen door de 
keus van het coördinatenstelsel steeds vermeden kan worden). 
Is nu een /c-voudige aanraking in het gegeven punt voorgeschre- 
ven, dan vindt men de betrekkingen, waartoe dit aanleiding geeft, 
door de gegeven ontwikking van y naarrcindealgemeene vergelö- 
king van Cm te substitueeren en de coëfl&cienten van x^, a;\ x^,...,x^ 
nul te stellen. Dit geeft k+1 lineaire betrekkingen ticsschen de 
parameters. Van de gegeven reeksontwikkeling behoeft men de 
coëfi&cienten van x^+^ en hoogere machten van x niet te kennen. 

Daar een Ai-voudige aanraking een doorsnyding in k + 1 samen- 
vallende punten beteekent, kan men de voorwaarde van vaste 
/c-voudige aanraking opvatten als ontstaan te zyn door het samen- 
vallen van k + 1 gegeven punten, die langs eenzelfde kromme 
tot een lineair punt dier kromme genaderd zyn. Echter ook de 
voorwaarde van vaste aanraking in een niet-lineair punt (super- 
lineair volgens Cayley 171) geeft tot eenige lineaire betrekkingen 
tusschen de parameters aanleiding en kan ontstaan gedacht wor- 
den door het samenvallen van even zoovele gegeven punten in 
een willekeurig algebraïsch punt eener gegeven kromme. We 
vinden dus: 

Een voorwaarde van vaste aanraking komt neer op het moeten 
gaan door één of meer samenvallende gegeven punten en geeft tot 
even zoovele lineaire betrekkingen tusschen de parameters aanleiding. 

De voorwaarden van vaste aanraking of, wat op hetzelfde 
neerkomt, van het gaan door al of niet samenvallende gegeven 
punten kunnen worden uitgebreid tot willekeurige lineaire betrek- 
kingen tusschen de parameters, hetgeen dan echter geen aanra- 
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kingsVootWaarden meer ztjn. De krommen, die aan die lineaire 
betrekkingen voldoen, noemen we te zamen een lineair stelsel. Is 
dit lineaire stelsel van hoogere dan de eerste orde, dan is er in . 
het algemeen van het gaan door vaste punten (dus van gegeven 
punten) geen sprake. In bijzondere gevallen kunnen er natuurlijk 
wel vaste punten in allerlei aantal i) optreden. Om ons eenvoudi- 
ger te kunnen uitdrukken, houden we toch meestal aan het 
gaan door gegeven punten vast; by alle onderzoekingen kan dan 
echter steeds het gaan door die gegeven punten, welke willekeurig 
gelegen ondersteld worden, vervangen worden door even zoovele 
willekeurige lineaire betrekkingen. 

By de voorwaarde van v-r^'e aanraking moet de gegeven kromme 
natuurlyk in haar geheel bekend zyn. Verder moét ze algebraïsch 
zQn wil ze een algebraïsche aanrakingsvoorwaarde opleveren. De 
voorwaarde van vrije a-voudige aanraking is a-voudig en geeft a 
niet'lineaire betrekkingen tusschen de parameters. 

zyn aan Cm meerdere voorwaarden van vrye aanraking op- 
gelegd, dan onderstellen we, dat die alle op dezelfde gegeven 
kromme Cn van den wden graad betrekking hebben »). Het pro- 
bleem, dat we gaan bespreken, is dus het volgende: 

Aaneakingsprobleem. Het aantal krommen Cm te bepalen, die 
een gegeven Cn in t niet-gegeven punten resp. a-, ö-, c- em.-voudig 
aanraken en door 

/•=im(m + 3)~(a + è-|-c+ . . . .) 
gegeven punten gaan. 
Een oplossing van dit probleem is een door de gegeven punten 



^) Nataurmk beneden een zekere grens. 

2) Het geval, dat de verschillende aanrakingsvoorwaarden op verschil- 
lende gegeven krommen betrekking hebben, is eenvoudiger en uit het hier 
behandelde gemakkel^k af te leiden. De gegeven krommen der vaste aan- 
rakingen denken we ons echter meestal van de gegeven kromme dervrge 
aanrakingen verschillend. 



\ 



gaande kromme Gn, waarby er onder de mn sn^punten met Gn t 
groepen voorkomen, waarin resp. a + 1, è + 1, c+ 1, . . . snij- 
punten vereenigd liggen, onverschillig of die samenvallende snij- 
punten soms in een singulier punt van Cn of in een gegeven 
punt vallen. Men kan echter twee soorten van oplossingen als 
wezenlijke en onwezenlijke oplossingen van elkander onderscheiden. 
Hiervoor geldt het volgende kenmerk : 

Wezenl^ke oplossingen zijn oplossingen, die bestand zijn tegen 
Crbmona'8c^ transformaties. 

Onder de multipliciteit van een oplossing Cm verstaan we het 
aantal gevraagde krommen, die in Cm vereenigd gelegen gedacht 
moeten worden. Het kan nu gebeuren, dat de multipliciteit eener 
oplossing door een birationale (CREMONA'sche) transformatie ver- 
minderd kan worden, zonder dat men daardoor die oplossing kan 
doen verdwynen. In dat geval liggen er in dezelfde oplossing 
eenige wezenlijke en onwezenlijke oplossingen vereenigd, waarvan 
we de aantallen als de wezenlijke en de onwezenlijke multipliciteit 
onderscheiden, i) De wezeniyke multipliciteit is de kleinste waarde, 
waartoe de multipliciteit door een CREMONA'sche transformatie 
gereduceerd kan worden. 

Wil een Cm onder de wezenlijke oplossingen voorkomen, dan 
is daarvoor noodig en voldoende, dat alle vrije aanrakingen wezen- 
lek worden uitgevoerd. We zeggen, dat een a-voudige vrye aanraking 
wezeniy k wordt uitgevoerd, als a-^l beweeglijke snijpunten van 
Cm en Cn langs eenzelfden tak van Cn in den oorsprong van dien 
tak zijn samengevallen. Onder de beweeglijke snijpunten van Cm en Cn 
verstaan we de snijpunten, die met Cm (waarvan we steeds onder- 
stellen, dat ze door de gegeven punten gaat) van plaats veranderen, 
dus de buiten de vaste punten ^ vallende snijpunten van Cn met een 



^) De som daarvan is dos gel^k aan de totale multipliciteit. 
*) D.W.Z. de gegeven punten en de mogelgk daaruit voortvloeiende andere 
vaste punten van het stelsel der door de gegeven punten gaande krommen Cm. 
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mllekeurige door de gegeven punten gaande Cm . Onder een tak 
van Cn verstaan we het geheel der punten, wier coördinaten door 
eenzelfde PüiSEüx'8c/ze reeksontwikkeling worden voorgesteld^ terwijl 
we onder den oorsprong van den tak verstaan het punt, waarnaar 
we de ontwikkeling hebben uitgevoerd. Hiermede is echter niet 
gezegd, dat een oplossing, die alle vrije aanrakingen wezenlyk 
uitvoert, ook niet nog voor eenige onwezenlyke oplossingen 
tellen kan. 

Een oplossing is uitsluitend onwezenlyk, zoodra een der vrije 
aanrakingen onwezenlyk wordt uitgevoerd, b.v. als eena-voudige 
vrije aanraking zoodanig wordt uitgevoerd, dat er a + 1 sny- 
punten van Cm en C» in een gegeven punt samenvallen, of zoo- 
danig dat Cm door een gewoon dubbelpunt van Cn gaat en daar 
een der takken door het dubbelpunt a — 1-voudig aanraakt. 

De wezenlijke oplossingen kunnen weer in eigenlvjke en oneigen- 
lijke oplossingen onderscheiden worden. We noemen een oplossing 
eigenlijk, als alle vrije aanrakingen buiten de gegeven punten aan 
lineaire takken van Cn worden uitgevoerd, zoodanig dat Cm in de 
raakpunten lineaire (gewone) punten heeft ; in alle andere gevallen 
noemen we de oplossing oneigenlijk. Hieruit volgt, dat iedere 
uitsluitend onwezenlyke oplossing een oneigenlijke oplossing is, 
maar niet omgekeerd. 

Een oneigenlyke oplossing is uitsluitend onwezenlijk, als een 
der aanrakingen in een gewoon dubbelpunt van Cn of in een 
gegeven punti) wordt uitgevoerd; uitsluitend wezenlyk, als het 
oneigenlijk zijn der oplossing alleen veroorzaakt wordt doordat Cm in 
het raakpunt een singulier punt heeft % Eenzelfde oneigenlyke 



1) Als ten minste in het gegeven punt, waarin de a-voudige aanraking 
wordt uitgevoerd, minder dan a + 1 beweeglijke snijpunten samenvallen. 

*) Aan de vraag b.v. naar de kegelsneden door vier gegeven twee aan 
twee samenvallende punten, die een gegeven Cn aanraken, voldoet de 
dubbeltellende verbindingslijn der gegeven punten en wel n maal, daar 
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oplossing kan echter ook tegeiykert\jd voor eenige wezenlijke en 
voor eenige onwezenlyke oplossingen tellen. Dit doet zich b.v. voor 
als een vr\je aanraking in een keerpunt van Cn wordt uitgevoerd 
(mits ook de overige aanrakingen wezenlek worden uitgevoerd), i) 

Terwijl een oneigenlijke oplossing meestal meermalen geteld 
moet worden en dus een zekere muUiplidteit bezit, z\jn de eigen- 
lijke oplossingen in het algemeen enkelvoudig. In bijzondere 
gevallen kunnen er echter ook eigenlijke oplossingen samenvallen, 
n.1. als er een aanraking van hoogere orde wordt uitgevoerd dan 
is voorgeschreven. 

Het totale aantal eigeniyke en oneigenlijke oplossingen is na- 
tuurlyk gelyk aan het aantal oplossingen voor het geval, dat de 
gegeven Cn punt-algemeen is en de gegeven punten willekeurig 
liggen. Wanneer er nu in byzondere gevallen oneigenl\jke (hetzy 
wezenlijke of onwezeniyke) oplossingen ontstaan, heeft men het 
aantal daarvan (ieder met een behoorlijke multipliciteit) van het 
totale aantal af te trekken om dat der eigenlijke oplossingen over 
te houden. Aan het gestelde aanrakingsprobleem sluit zich dus 
het volgende aan : 

MuLTiPLiciTEiTSPEOBLEEM. Indien er door singulariteüen der gegeven 
kromme of door de bijzondere ligging der gegeven punten onderling 
of ten opzichte der gegeven kromme eigenlijke oplossingen samen- 
vallen of oneigenlijke oplossingen ontstaan, het aantal dier samen- 
vallende eigenlijke oplossingen en dat der in mindering te brengen 
oneigenlijke oplossingen te bepalen. 



in leder sn^punt een oneigenlijke aanraking wordt uitgevoerd. Dit zijn 
n uitsluitend wezenügke oplossingen. 

1) Zoo telt b.v. bg de vraag naar de raaklgnen van uit een willekeurig 
punt aan Cn te trekken de verbindingslijn met een keerpunt voor één 
wezenl^ke en twee onwezenlijke oplossingen ; bij de vraag naar de buig- 
raaklignen telt een keerraakl^n voor twee wezenügke en zes onwezenl^ke 
oplossingen. 



Houdt mén het aanrakingsprobleem zoo algemeen mogelijk en 
laat men tegelijkertijd alle denkbare bijzonderheden in de gegeven 
kromme en in de ligging der gegeven punten toe, dan wordt het 
multipliciteitsprobleem uiterst ingewikkeld, waarom het dan ook 
nooit in die algemeenheid behandeld is, waarin we het boven 
geformuleerd hebben. Om het vraagstuk te kunnen behandelen 
moet men of het eene of het andere opofferen, dus öf het aan- 
rakingsprobleem algemeen houden en slechts eenvoudige byzonder- 
heden in de gegeven kromme en de ligging der gegeven punten 
toelaten, öf het aanrakingsprobleem vereenvoudigen, hetgeen dan 
een dieper doordringen in de wyzigingen, die door het optreden 
van hoogere singulariteiten b\j de gegeven kromme ontstaan, 
mogelijk maakt. In dit proefschrift doen we alleen het eerste, 
terwjjl we het laatste voor een andere publicatie voorbehouden. 

In het Vierde Hoofdstuk bespreken we de voor de oplossing 
daarvan toegepaste correspondentiebeginsels van Chasles en van 
Caylby en Brill en de onderzoekingen van de Jonquiêres. 

Met behulp van het CHASLEs'sche correspondentiebeginsel voor 
rationale krommen is het aanrakingsprobleem door de Jonquiêres 
(161 Crelle's Journal Bd, 66) opgelost voor een gegeven kromme 
Cn, die slechts gewone dubbelpunten bezit, in de onderstelling, dat 
de gegeven punten (waarvan er onderling samen kunnen vallen) 
buiten Gn of in gewone punten van Cn liggen. Het door hem ver- 
kregen aantal eigenlyke oplossingen wordt door de vergelijking 
(38) aangegeven, terwyl men de afleiding van de Jonquiêres met 
een kleine vereenvoudiging in de paragrafen 20 en 21 vinden zal. 

De formule van de Jonquiêres geldt echter alleen zoolang het 
aantal wezenl0ke oplossingen eindig is, waarbij men onder een 
oplossing de gevraagde Cm te zamen met de groep der raakpunten te 
verstaan heeft. 

Het aantal oplossingen is nul als het aantal in de raakpunten 
en in de gegeven punten vallende snijpunten van Cm en Cn grooter 
dan mn is, dus voor 
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{a + b + c + ...)+p + t>mn. 

In dat geval kunnen er echter toch nog (hoewel oneigenlyke) 
oplossingen z^jn, waarby dan Cm geheel of gedeeltelijk uit Cn 
bestaat. Dit geval doet zich voor als er door de q buiten Gn ge- 
legen gegeven punten een Cm-n mogelyk Is. Is dit niet het geval, 
dan laat het probleem in het geheel geen oplossingen (ook geen 
oneigenlflke) toe; in § 23 hebben we het dan absoluut onmogelijk 
genoemd. Daaromtrent zullen we bewyzen: 

B^ een absoluut onmogelijk aanrakingsprobleem levert de formule 
van DE JoNQuiÈRES steeds nul oplossingen en behoudt dus voor dat 
geval haar geldigheid. 

Verlangt het aanrakingsprobleem meer dan mn snypunten, 
maar laat het geheel of gedeeltelflk uit Cn bestaande oplossingen 
toe, dan noemen we het probleem relatief onmogelijk. De formule 
van DE JoNQuiÈREs kan dan zoowel een positieve of negatieve 
waarde als nul opleveren, dus: 

Voor een relatief onmogelijk aanrakingsprobleem verliest de for- 
mule van DE JoNQUiÊRES kaar befeekenis. 

Om een mogelijk aanrakingsprobleem te verkrygen, moet dus 
steeds ondersteld worden, dat 

(a + b + c...)+p + t< mn 

is. Ook dan kan het geval zich voordoen, dat er een Cn aan de 
vraag voldoet, die geheel of gedeeltelijk uit Cn bestaat. In dat 
geval is iedere groep van t willekeurig op Cn aangenomen punten 
als een groep van contactpunten te beschouwen. Er bestaan dan geen 
gedoleerde oplossingen en in het algemeen ook geen eigenlijke oplos- 
singen. We noemen de vraag als vraag naar de contactpunten 
dan absoluut onbepaald. Ook voor dat geval verliest de formule van 
DB JoNQiÊEES kaar beteekenis. 

Echter ook als het aanrakingsprobleem mogelyk en niet abso- 
luut onbepaald is, kan het gebeuren dat er oneigeniyke oplos- 
singen optreden, waarmede b\j de afleiding der formule geen 



- 14 - 

rekening gehouden is, ook dan als de gegeven Cn en de ligging 
der gegeven punten geheel willekeurig zyn. Dit doet zich voor 
als er krommen Cm aan de vraag voldoen, die geheel of gedeel- 
telijk uit samenvallende deelen bestaan. 

De Jonquiêres (1. c. p. 303—306) vindt, dat dergeiyke gedege- 
nereerde en dus oneigenlijke oplossingen niet voorkomen, als het 
aantal buiten Cn gelegen gegeven punten grooter is dan een bepaalde 
waarde („limite favorable"). Alleen in dat geval is de formule 
van DE Jonquiêres toe te passen. 

Ligt het aantal buiten Cn gelegen gegeven punten beneden die 
grens, dan is het aantal eigeniyke oplossingen uit de formule 
van DE Jonquiêres door het aanbrengen eener correctie te bepalen, 
zoolang het aantal gedegenereerde oplossingen eindig is. Men 
heeft dan slechts die gedegenereerde oplossingen met de hun 
toekomende multipliciteit in mindering te brengen. Als voorbeeld 
diene de vraag naar de 5-voudig aanrakende kegelsneden, waaraan 
de dubbeltellende buigraaklynen voldoen. 

Het aantal eigenlijke oplossingen is echter niet meer uit de 
formule van de Jonquiêres af te leiden, als het aantal oneigenlijke 
oplossingen oneindig groot is. Dit doet zich b.v. voor bij de vraag 
naar de vijfmaal enkelvoudig aanrakende kegelsneden, waaraan 
iedere in twee samenvallende rechten gedegenereerde kegelsnede 
voldoet. 

In het Vijfde Hoofdstuk bespreken we de uitbreidingen van de 
formule van de Jonquiêres. Deze formule en ook de afleiding 
gaan onveranderd door als de gegeven kromme meervoudige 
punten met al of niet elkaar rakende takken bezit, mits die 
kromme slechts geen superlineaire takken i) heeft, en ook als er 



1) Hieronder verstaat Cayley (171 Quart, Joum, of Matk, Vol, 7, GolL 
Paper» VoL 5) takken, wier PuiSBüx'sclie reeksontwikkelingen gt^rohen 
exponenten bevatten. Het eenvoudigste voorbeeld hiervoor leveren takken 
met een gewoon keerpunt. 
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in die meervoudige punten gegeven punten vallen. Men moet dan 
echter aan de in de formule van de Jonqüiêres voorkomende 
grootheid p niet de beteekenis toekennen, die de Jonqüiêres er 
aan hecht, n.1. het aantal op Cn gelegen gegeven punten, maar daar 
onder verstaan het aantal vaste snijpunten i) van Cm en On, d. z. 
die snijpunten, die voor alle door de gegeven punten gaande 
krommen Cm dezelfde z^n. Dan wijst nm—p het a>d,nt2A beweeglijke 
snijpunten aan, dat we door n' voorstellen. 

Dezelfde formule wyst echter by een kromme Cn met hoogere 
singulariteiten nog steeds het aantal wezenlijke oplossingen aan, 
daar zulk een kromme volgens een stelling van Noethee (172 JUath. 
Ann, Bd. 9) door een CREMONA'sche transformatie in een kromme 
kan worden omgezet, die slechts meervoudige punten met geschei- 
den raakl\jnen bezit en waarop dus de formule van de Jonqüiêres 
van toepassing is. 

Deze formule heeft dus de volgende algemeenere strekking (theo- 
rema I, § 27) : 

Het aantal (a, 5, c, . . .) der wezenlijke oplossingen (die niet alle 
van elkaar behoeven te verschillen) van het aanrakingsprobleem 
bedraagt, zoolang dit eindig is: 



1 
P 

1+ 



[n'-(a+H-c+...) ]t 
+ [n'-(a+H-c+...)-l]<-i(a +b + c +...)[gV\ 



(a+l)(H-l)(c+l)....{+[n'-(a+H-H-...)-2]t-2(aH-a(^fö^^ 

+ 

+ [n'-{a+b+c+...h't]^ (abc )lg]t] 



1) De vaste snqpunten van Cm en Cn liggen in de op Cn gelegen 
gegeven punten en de mogelijk daaruit volgende andere vaste punten, die 
op Cn liggen. Ook al z^'n laatstgenoemde punten niet aanwezig kan er 
verschil ontstaan door de aan de gegeven punten toe te kennen multi- 
pliciteit. Valt b.v. een gegeven punt in een dubbelpunt van Cn, dan is 
dit é^ op Cn gelegen gegeven punt, maar telt voor twee vaste snijjpanten 
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welke bijzonderheden zich ook in de gegeven kromme of in de lig- 
ging der gegeven punten m^gen voordoen. Hierin stelt g het geslacht 
van Cfi, w' het aantal beweeglijke snijpunten van Cm en Gn voor, 
terwijl [xY een afkorting is voor x(x — l)(x — 2). ..(x — %+ 1). i) 
Verder stelt P het aantal malen voor^ waarop de onderling gelijke 
der aanrakingsindices a,b,c,. .. gepermuteerd kunnen worden. 

Zyn alle aanrakingsindices verschillend dan is dus P=l. Z\jn 
er et indices onderling gel\jk, fi andere eveneens, enz., dan is 

Zooals men ziet zijn alle in deze formule voorkomende groot- 
heden rationaal'invariant, d. w. z. veranderen niet btj birationale 
transformaties. 

De formule van de Jonqüiêres stelt echter niet het aantal 
eigenlijke oplossingen voor als de gegeven Gn superlineaire takken 
heeft. In dat geval moeten de wezenlijke maar oneigenlyke oplos- 
singen in mindering gebracht worden. Voor het geval, dat de 
gegeven kromme Gn behalve dubbelpunten slechts gewone keer- 
punten bezit en geen der gegeven punten op Gn ligt (p = 0), is 
deze uitbreiding volbracht door Cayley (3 Phil. Trans. Vol. 158, 
Goll. Papers Vol. 6). De vergelyking (43) geeft voor het geval, dat 
^ = 4 is (waaruit echter gemakkelijk de samenstelling der formule 
in het algemeene geval te zien is), het resultaat, waartoe Cayley 
gekomen is % De afleiding van Cayley, die we in § 28 geschetst 
hebben, komt neer op het oplossen van functionaalvergeiykingen 
met drie veranderlijken. Ze geeft tot zeer ingewikkelde bereke- 
ningen aanleiding, die Cayley alleen voor de eenvoudigste geval- 
len (^ = 1 of 2) werkely k uitvoert. 



van Cm en On- Het omgekeerde doet zich voor, als twee gegeven punten 
in een gewoon punt van Cn zoodanig samenyallen, dat hun verbindingsl^n 
geen raaklijn aan Cn is. 

^) Zoodat dus [xy = 1 is en [x]i voor i > o; de waarde nul aanneemt. 

2) De oplossingen, waarvan deze vergel^king het aantal geeft, zijn alleen 
de eigenlijke. 
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In § 29 hebben we de formule van Cayley uitgebreid tot het 
geval, waarbij er eenige gegeven punten op de gegeven kromme 
vallen, hetzij in gewone punten, dubbelpunten of keerpunten dier 
kromme. Hierbij kunnen er ook meerdere gegeven punten op de 
gegeven kromme samenvallen, waarbij we voorloopig onderstellen, 
dat dit samenvallen niet in een keerpunt van Cn geschiedt. De 
eenige wijziging, die de formule van Cayley daardoor ondergaat, 
bestaat daarin, dat mn door mn — p = n' (het aantal beweeglijke 
snijpunten van Cm en Cn) en x door x' moet worden vervangen. 
Hierin beteekent «' (als we eenvoudigheidshalve onderstellen, dat 
er geen twee of meer gegeven punten in een keerpunt van Cn 
samenvallen) het aantal der buiten de gegeven punten gelegen 
keerpunten van Cm. 
Op deze wijze hebben we gevonden (theorema H, § 29): 
Gegeven zij een algebraïsche vlakke kromme Cn van het geslacht g^ 
die geen andere superlineaire takken dan takken mei keerpunt bezity 
en \m (m + 3) — (a + ö + c + • • •) gegeven punten^ waarvan er geen 
twee of meer in een keerpunt van Cn samenvallen. Het aantal 
(a, bj c, . . .) der door de gegeven punten gaande krommen Cmt die 
aan Cn buiten de keerpunten t vrije wezenlijke aanrakingen van 

de orden a, ö, c, vertoonen^ wordt (als we eenvoudigheidshalve 

t = 3 onderstellen) gevonden uit : 

P(a,b,c) = (a+l)ib+l){c+l) ( [n'^(a+b+c) ]^ \ 

I + [n'-(a+b+c)-l]Ha+b+c) [g]^ 
I + [n'-{a+b-^c)-2]^iab+ac+bc)[gA 
+ abc[g]^] 

-[Sa(ö+l)(c+l) ( [n'-(a+b+c)-l]^ i][.']i 

+ [M'-(a+ö+c)-2]i (è+c) [g]i\ 
( bc[g]^] 

+ [£ ab (c+1) J [n'-ia+b+c)-2]i } ] [kV 

-[abc ][,c']^ 

2 
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waarin k' het aantal buiten de] gegeven punten gelegen keerpunten 
van Cn voorstelt. 

De CAYLEY'sche methode der functionaalvergeiykingen kan ook 
voor de afleiding van deze formule gebezigd worden. In § 30 
hebben we echter een andere meer directe afleiding gegeven, 
door uit te gaan van de formule van de Jonquières en het aantal 
oneigenlijke oplossingen af te tellen, die ontstaan wanneer eenige 
dubbelpunten der gegeven kromme in keerpunten veranderen. 
Deze weg is m. i. eenvoudiger dan die van Cayley, daar de 
berekeningen, ook dan als t willekeurig gehouden wordt, geheel 
tot een eind gevoerd kunnen worden. Bovendien kunnen zoo ook 
gevallen onderzocht worden, waarbij zich nog hoogere bijzonder- 
heden voordoen, in welke gevallen de methode der functionaal- 
vergelijkingen bezwaarlijk meer toepasbaar is. 

Op deze wyze is ons gebleken, dat de in theorema II genoemde 
formule ook als er meerdere gegeven punten in eenzelfde keerpunt 
van Cn samenvallen in een groot aantal gevallen onveranderd 
doorgaat. Van de manier, waarop de gegeven punten in het keer- 
punt samenvallen, hangt het dan af of het keerpunt als een buiten 
de gegeven punten dan wel als een in een gegeven punt gelegen 
keerpunt behandeld moet worden. Vallen b.v. twee gegeven pun- 
ten in een keerpunt van Cn samen, dan doet het eerste geval 
zich voor als de verbindingslijn der gegeven punten van dekeer- 
raaklijn verschilt, het tweede geval als die verbindingslijn met 
de keerraaklijn samenvalt. Deze beschouwingen zijn gemakkelijk 
uit te breiden tot het geval, waarbij de gegeven punten door 
willekeurige lineaire betrekkingen zijn vervangen. Het resultaat 
daarvan wordt door theorema III (§31) aangegeven. 

Ten aanzien van de gevonden formule gelden dergelijke bemer- 
kingen omtrent het geldigheidsbereik als bij de formule van de 
Jonquières. In die gevallen, waarin het aantal gedegenereerde oplos- 
singen eindig is, kan men door het aanbrengen eener correctie berei- 
ken, dat de formule het aantal eigenlijke oplossingen blijft voorstellen. 



EERSTE HOOFDSTUK. 
Cayley's „qüasi-geometrische" beschouwingen. 



§ 1. Algemeene beschouwingen. 

Komen in de vergelyking van een vlakke kromme « parameters 
voor, dan beschouwt Cayley i) (3 Phil. Tram. Vol 158, ColL 
Pap. Vol. 6) deze parameters als de coördinaten van een punt 
P in een «-dimensionale ruimte -R(«). Cayley noemt P het para- 
metrische punt (^parametric point"). Is aan de kromme een k-vou- 
dige voorwaarde of een voorwaarde van de kde dimensie opge- 
legd, dan beteekent dit voor het parametrische punt, dat het 
gelegen moet z\jn op een meetkundige plaats van u — k afmetingen^ 
die we door GK«— ^) aanduiden. Hierby onderstellen we steeds, 
dat de voorwaarde is wat Cayley (4 art. 4) regelmatig („regulax") 
noemt, d. w. z. niet samengesteld uit voorwaarden van verschil- 



^) In 3 verwijst Cayley bij zijn literatuuropgave omtrent de voorstelling 
van voorwaarden door meetkundige plaatsen in een ruimte van meer 
afmetingen naar Salmon (1 en 2 Quart. Joum, of Math. Vol. 7 a. 8). 
Een meer algemeene bespreking van deze quasi-geometrische voorstelling 
van voorwaarden (zouder uitsluitend aan krommen opgelegde voorwaarden 
op het oog te hebben) geeft Cayley in 4 Phil. Tram, Vol, 160, ColL 
Pap. Vol. 6. 

2* 
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lende dimensie i). Moeten de parameters aan k van elkaar onaf- 
hankelijke enkelvoudige betrekkingen voldoen, dan is dit een 
A;-voudige voorwaarde, zonder dat echter omgekeerd een /c-voudige 
voorwaarde steeds expliciet door A; vergelijkingen tusschen de 
parameters kan worden voorgesteld. Toch zeggen we, dat steeds 
een A;-voudige voorwaarde k gegevens vertegenwoordigt, ookalzyn 
die gegevens niet alle van elkaar te scheiden. 

Aan een voorwaarde kan dikwijls op verschillende manieren 
worden voldaan. Een dier manieren is dan als de eigenlijke te 
beschouwen, terwyl bij de andere oneigenlijk aan de voorwaarde 
wordt voldaan. Die oneigenlijke oplossingen kunnen echter op 
hun beurt weer in verschillende soorten vervallen. De meet- 
kundige plaats der parametrische punten, die oneigenlijke op- 
lossingen vertegenwoordigen, noemt Cayley de speciaal-plaats 
(„special locus**) van het parametrische punt. Deze speciaal-plaats 
(waarvan er ook meerdere kunnen zijn, overeenkomend met de 
verschillende soorten van oneigenlyke oplossingen) kan evenveel 
dimensies hebben als de totaal plaats (d. i. de volledige meet- 
kundige plaats G(^—^f in welk geval zij van de totaal-plaats 
kan worden afgezonderd. Men heeft dan op die speciaal-plaats 
verder niet te letten en alleen de overblijvende G als de bij de 
voorwaarde behoorende meetkundige plaats te beschouwen. 

Het kan echter even goed gebeuren, dat de speciaal-plaats 
minder dan u—k dimensies telt en dus (daar we de voorwaarde 
ondersteld hebben regelmatig te zijn) een meetkundige plaats op 
de totaal-plaats vormt. In dat geval kan de speciaal-plaats niet 
worden afgescheiden. Ligt dan het parametrische punt P op 
Ö(«-A:), dan heeft men met een eigenlijke oplossing te doen, be- 
halve als P op een op de GK"— ^) gelegen (t{<"— ^) wordt aange- 



^) Cayley noemt een voorwaarde uit eenige andere samengesteld (^^fiom' 
posed'*), als ze vervuld is zoodra aan een der samenstellende voorwaarden 
voldaan is (4 art, 14). 
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nomen ^). Verder is het nog mogelijk, dat op die speciaal-plaats 
een nog specialere meetkundige plaats gelegen is met nog min- 
der dimensies, enz. 

Is aan de kromme tegelijkertijd een k- en een Z-voudige voor- 
waarde opgelegd, dan moet het parametrische punt gelegen zijn 
op de doorsnede van de bijbehoorende Qi^-ic) en G(«— 0. Deze 
doorsnede heeft in het algemeen u—k—l dimensies. Het geheel 
der beide voorwaarden is dan als één enkele /c + ^voudige voor- 
waarde te beschouwen. 

Het kan echter ook zyn, dat de doorsnede van GK"— *?) en 
flK«-0 meer dan u — k—l dimensies heeft. Die doorsnede zal 
dan behalve uit die ö(> «— fc— O nog uit een Qi^—h—i) kunnen be- 
staan. Deze (t(«-*5— O noemen we het doorswi/c^mörsresic^w („residual 
locus"). Als voorbeeld hiervan diene het geval van twee oppervlak- 
ken in een R(S), die een kromme gemeen hebben en bovendien een 
stelsel van punten; dit puntenstelsel is dan het doorsnijdingsresidu. 

Legt men een kromme tegelykertijd een k- en een Z-voudige 
voorwaarde op (deze worden steeds van elkaar onafhankelijk 
ondersteld, d.w.z. niet uit elkaar af te leiden), dan is de bedoeling 
de kromme daarmede een A; + Z-voudige voorwaarde opteleggen. 
Hebben echter G(«— ^) en 6r(«— O een G^O^— ^— O gemeen, dan is 
het voor P een minder dan A; + Z-voudige voorwaarde op deze 
6(> «— A;— /) te liggen, echter een k + Z-voudige voorwaarde op het 
doorsnijdingsresidu gelegen te zyn. 

Hieruit blykt, dat de eigenlijke manier om aan beide voorwaar- 
den te voldoen die is, waarbij P op het doorsnijdingsresidu ligt. 
De oplossingen, waarby P op de 6r(>«— ^— O ligt, moeten als 
oneigenlijk worden verworpen. Zoo opgevat geven dus een k- en 
een Z-voudige voorwaarde, die tegelijk vervuld moeten z^n. steeds 
een A; + Z-voudige voorwaarde. 



*) Met (?«"— fc) is bedoeld een meetkundige plaats van minder dan 
— k dimensies. 
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Doet de boven besproken byzonderheid zich niet voor, m.a. w. 
is het doorsnijdingsresidu de volledige doorsnede van GK"— *?) en 
ÉK"— O, dan noemt Cayley de beide voorwaarden totaal onafhan- 
kelijk („completely independent") van elkaar. 

Dergelijke beschouwingen kan men houden voor meer dan twee 
voorwaarden. Zijn deze niet totaal onaf hankelök, dan kan er toch 
steeds een voorwaarde uit worden afgeleid, waarvan de dimensie 
gelijk is aan de som der dimensies der afzonderlijke voorwaarden. 
Bö de doorsnijding der meetkundige plaatsen worden dan steeds 
de doorsneden met een te groot dimensiegetal weggelaten. Het 
kan dan echter ook gebeuren, dat er als doorsnijdingsresidu niets 
overblijft. In dat geval kan aan die voorwaarden op eigenlijke 
wijze niet tegelijkertijd worden voldaan. 

Is de gezamenlijke dimensie der voorwaarden gelijk aan», dan 
heeft het doorsnijdingsresidu nul dimensies en is dus een punten- 
stelsel Het aantal dier punten, waarvan mogelijk sommige meer- 
malen geteld moeten worden, heet de graad van het puntenstelsel i). 

Dit is tevens het aantal krommen, die aan de «-voudige voor- 
waarde voldoen, als met iedere ligging van het parametrische 
punt slechts één kromme overeenkomt en omgekeerd, hetgeen 
het geval is als de parameters lineair in de vergelijking der 
kromme voorkomen, b.v. de coëfl&cienten-verhoudingen zijn van 
de algemeene vergelijking van den mden graad. 

Is aan de kromme een /c-voudige voorwaarde opgelegd, en voegt 
men daaraan nog de conditie toe, dat ze door wk willekeurig 
gelegen punten gaan moet, dan is daardoor de kromme bepaald. 
Het aantal krommen, die dan aan de vraag voldoen, wordt den 
graxid van de A;-voudige voorwaarde genoemd.Daar de voorwaarde 
door een gegeven punt te moeten gaan tot een lineaire betrekking 



1) Hierbij wordt, evenals in al het volgende, steeds ondersteld, dat de 
voorwaarden tot algebi-aïsche betrekkingen tusschen de parameters aanlei- 
ding geven. 
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tusschen de parameters aanleiding geeft i), is de GK*^) behoorend 
bij de voorwaarde, dat de kromme door a-k gegeven punten 
gaat, een lineaire ruimte, die we door BfJ^) voorstellen. Het aantal 
snijpunten van GK^ -k) en Bk^) is gelijk aan den graad van 0{^-^\ 
zoodat de graad eener voorwaarde dezelfde is als die der b\jbe- 
hoorende meetkundige plaats. 

Zijn aan de kromme eenige totaal van elkaar onafhankelijke 
voorwaarden opgelegd met een gezamenlyke dimensie «, dan 
hebben de bybehoorende meetkundige plaatsen niets anders ge- 
meenschappelyk dan een puntenstelsel, waarvan het aantal (mits 
samenvallende punten meermalen geteld worden) gelijk is aan 
het product der graden der afzonderlijke voorwaarden. Hierbij 
onderstellen we, dat de speciaal-plaatsen met een gelijk aantal 
dimensies als de meetkundige plaatsen, waarby ze behoor en, zijn 
weggelaten. Maar ook dan nog is het mogelijk, dat sommige 
punten van het puntenstelsel op een speciaal-plaats liggen, en 
dus biJ een oneigenliyke oplossing behooren. Immers vervangt 
men een der meetkundige plaatsen door een er op gelegen speciaal- 
plaats van lagere dimensie, en dus de bybehoorende voorwaarde 
door een speciale manier om aan die voorwaarde te voldoen, dan 
is het niet gezegd, dat die speciale voorwaarde van de overige 
totaal onafhankeiyk is, zoodat die speciaal-plaats met de overige 
meetkundige plaatsen een puntenstelsel gemeen kan hebben. De 
graad van dat puntenstelsel moet dan van dien vanhetoorspron- 
kelyke puntenstelsel worden afgetrokken om het aantal eigenlyke 
oplossingen te verkrygen. 

Zyn aan de kromme eenige niet totaal van elkaar onafhan- 
kelijke voorwaarden opgelegd met een gezamenlyke dimensie «, 
dan hebben de meetkundige plaatsen behalve een puntenstelsel 
GK^) nog een of meer doorsneden G«o) van meer dan nul 



1) Altijd als de parameters lineair in de vergelijking der kromme voor- 
komen. 
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dimensies, die bij oneigenlijke oplossingen behooren en dus wor- 
den weggelaten. Daardoor reduceert zich de graad van het punten- 
stelsel, die nu dus kleiner uitvalt dan het product der graden 
der verschillende voorwaarden. Deze reductie hangt van den aard 
der doorsneden van meer dan nul dimensies af en is meestal 
moeilyk te bepalen. Ook nu kan zich weer het geval voordoen, 
dat onder de punten van het puntenstelsel er sommige op een 
speciaal-plaats gelegen zijn, en dat zich dus het aantal eigenlijke 
oplossingen nog verder reduceert. 



§ 2. „Quasi-geometrische** voorstelling van aanrakingsvoorwaarden. 

Zij aan de kromme de enkelvoudige voorwaarde opgelegd aan 
een gegeven kromme te moeten raken, d.w.z. er twee samenval- 
lende punten mede gemeen te hebben, dan kan aan die voor- 
waarde behalve op de eigenlijke wijze op twee verschillende 
manieren oneigenlijk worden voldaan : Iste doordat de gevraagde 
kromme door een dubbelpunt (of keerpunt) der gegeven kromme 
gaat, 2de doordat de gevraagde kromme een dubbelpunt vertoont, 
dat op de gegeven kromme ligt, of nog meer bijzonder twee 
samenvallende krommen bevat of daar geheel uit bestaat. 

Bij deze conditie van aanraking behoort een meetkundige plaats 
Qirw— 1). Ieder dubbelpunt (of keerpunt) der gegeven kromme geeft 
aanleiding tot een lineaire speciaal-plaats met hetzelfde dimensie- 
getal u — lj zoodat zulk een speciaal-plaats van de meetkundige 
plaats kan worden afgezonderd. Ieder dier speciaal-plaatsen behoort 
echter meermalen tot de meetkundige plaats. Hetgeen overblijft 
na afscheiding dier speciaal-plaatsen met evenveel dimensies wordt 
door Cayley de contact-plaats („contact-locus") genoemd. Deze is van 
den graad k + 2(m — \)n. Hierin is n de graad, k de klasse der 
gegeven kromme en m de graad der gevraagde kromme. De 
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parameters worden ondersteld de « = im(m + 3) verhoudingen 
tusschen de coëfi&cienten van een Cm te ziln. 

De andere manier om oneigenlijk aan de vraag te voldoen 
(n.1. doordat een dubbelpunt van Cm op Cn ligt) geeft een speciaal- 
plaats van minder dimensies, die gelegen is op de contact-plaats. 
Immers daarvoor is in de eerste plaats noodig, dat de discriminant 
van Cm nul is, dus dat het parametrische punt ligt op een 
G{^—^\ die door Cayley de discriminant-plaats („discriminant- 
locus") genoemd wordt. Deze is van den graad 3(m-l)2. De dis- 
criminant-plaats snijdt de contact-plaats volgens een GK"— 2) van 
den graad 3(m— 1)2 {k-j'2{m—l)n]. Niet alle punten van deze 
doorsnede geven echter oneigenlyke oplossingen. Een op die 
doorsnede gelegen parametrisch punt geeft n.1. óf een kromme 
Cm met een dubbelpunt, die Cn buiten dat dubbelpunt gewoon 
aanraakt (eigenlijke oplossing), óf een Cm met een op Cn gelegen 
dubbelpunt (oneigenlijke oplossing). De doorsnede van discriminant- 
en contactplaats valt dus in twee gedeelten met w — 2 dimensies 
uiteen, waarvan er slechts één een speciaal-plaats is. Deze speciaal - 
plaats noemen we de dubbelpunisconiact-plaats. Zij is van den 
graad S(m—l)n, Immers haar vergelijkingen worden gevonden 
door eliminatie der homogene coördinaten x, y, a uit 

Cn = , -— = O , -— = O en -— = O , . . . (a) 
da dy dA 

waarin Cn =0 en Cm = de vergelijkingen der krommen Cn en 
Cm voorstellen. De voorwaarde, dat deze vergelijkingen een stel 
wortels gemeen hebben, is met twee betrekkingen tusschen de 
coëfi&cienten aequivalent. Ze is echter niet voor te stellen door 
twee vergely kingen tusschen de coëfiRcienten (b. v. de twee ver- 
gelijkingen, die men krijgt door x, y qxv x uit twee drietallen der 
vier vergelijkingen (a) te elimineeren). De voorwaarde van oneigen- 
lijke aanraking in een dubbelpunt van Cm wordt dus voorgesteld 
door een beperkt systeem van vier vergelijkingen (de vier verge- 
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lykingen, die men krygt door x^ y en \ telkens uit drie der vier 
vergeiykingen (a) te elimineeren), dat met twee vergelijkingen 
aequivalent is. i) 

De graad der voorwaarde voor de coëxistentie van k+p niet- 
homogene vergelijkingen met p veranderlijken is door Roberts 
bepaald voor het meest algemeene geval, dat n.1. de coëfl&cienten 
der k+p vergelijkingen van verschillenden graad worden be- 
schouwd. *) De uitkomst van Roberts ondergaat echter een aan- 
zieniyke vereenvoudiging als de coëfl&cienten van eenzelfde ver- 
gelijking alle van denzelfden graad zyn. Zyn de vergelijkingen 
in de veranderlyken van den graad a, b, c, . . ., en zijn de graden 
harer coëfl&cienten resp. «, 13, y, . . ., dan is de graad der coëxistentie- 
voorwaarde Pk abc. Hierin stelt Pk de som der producten k 
aan k der grootheden 

« ^ y 

"" » , t i • • • • 
abc 

voor. 



1) Salmon — FiEDLEB. Algebra der lin. Tranêformationen, Teubneb Leip- 
zig 1877, art. 266. Heeft een systeem van vergelijkingen oo'^ gemeenschap- 
pelijke wortels, waarvan een eveneens «-voudig oneindig deel aan een 
nieuw toegevoegde vergel^king voldoet, maar een ander deel niet, dan 
blijft bij toevoeging dezer vergelijking het systeem met een gelqk aantal 
vergelijkingen aequivalent, maar toch ondergaan de gemeenschappelijke 
wortels een beperking. Het zoo ontstane systeem wordt een beperkt systeem 
(„beschranktes System") genoemd. Voor de bepaling van zulk een systeem 
zijn dus meer vergelijkingen noodig dan het aantal, waarmede het systeem 
aequivalent is. 

2) Salmon— Fiedler. Lin. Transformationen, art. 293. S. Roberts. On 
a simplified method of obtaining the order of algebraical conditions, Proc. 
of the London Mat/i, 8oc. FoL 6 (1874- '75), p. 101—113; Sur Tordre 
des conditions de la coexistence des équations algébriques a plusieurs 
variables, Crelle'a Journal Bd, 67 (1867), p. 266—278. 
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Passen we dit toe op het bepalen van den graad iu de coëffi- 
ciënten van Cm der coêxistentievoorwaarde van 

Cn = O, — — = O, -— = O en — — = 0. 
do! dy dX 

Dan is A; = 2 en 

a-=zn ^ b ^= c=z d:= m — 1, 

dus 

3 



(m~l)>' 

en bijgevolg de graad der coêxistentievoorwaarde en dus ook der 
dubbelpuntscontact-plaats : 

P, n (m—iy = 3w (w— 1). 

Het aantal dimensies der dubbelpuntscontact-plaats bedraagt 
im{m + S) — 2 = è (wi — 1) (m + 4). Hieruit leidt men af: 

Het aantal krommen van den mden graad door i (m — 1) (m + 4) 
gegeven punten, die een dubbelpunt hebben, dat op een gegeven 
kromme van den graad n en de klasse k ligt, bedraagt 3w (m — 1). 

Ik heb er mg* van overtuigd, dat de dubbelpuntscontact-plaats 
tweemaal voorkomt onder de doorsnede van discrimant-plaats en 
contact-plaats. De G^(«-2), die van deze doorsnede overblijft na af- 
zondering der dubbelpuntscontact-plaats, is derhalve van den graad 

3(m-l)' [k + 2(m-l)n} -6« (m-1) = 3(m-l) {k (m-1) + 2nm (m-2)}. 

Parametrische punten hierop gelegen behooren bij krommen 
met een dubbelpunt, die buiten het dubbelpunt een gewone aan- 
raking aan Cn vertoonen. We vinden dus: 

Het aantal krommen van den mdm graad door Hm — 1) {m + 4) 
gegeven punten, die een dubbelpunt hebben vn elders een gegeven 
kromme van den graad n en de klasse k aanraken, bedraagt 
3 (m ~ 1) {A; (m - 1) + 2nm (m - 2)}. 
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Behalve de dubbelpuntscontact-plaats liggen er op de contact- 
plaats nog meerdere specaal-plaatsen. De voorwaarde van aanra- 
king is n.1. ook vervuld als de Cm de Cn in twee verschillende 
punten aanraakt. In het bijbehoorende parametrische punt door- 
snijdt de contact-plaats zich zelf. De contact-plaats heeft dus een 
dubbel- Ö^(«-2), die de speciaal-plaats is behoorende bij tweemalige 
aanraking. We noemen deze de dubbelcontact-plaats. Deze s^ecmal- 
plaats wordt door de contact-plaats nog eens gesneden volgens 
een G^(«— 3). Door de punten van deze CK^—^) gaan drie bladen der 
contact-plaats, zoodat ze behoort bij krommen Cw, die de Cn in 
drie verschillende punten aanraken. Deze speciaal-plaats noemen we 
de triplecontact'plaatSj enz. 

Verder is de aanrakingsvoorwaarde ook voldaan bij een 3-puntige 
aanraking (doorsnijding in drie samenvallende punten). Dit geeft 
aanleiding tot een speciaal- plaats G(«— 2)^ die we de driepunts- 
contact-plaats noemen. Deze is van de contact-plaats een keer-GK.^—^), 
d. w. z. de doorsnede van de contact-plaats met een willekeurig 
plat vlak vertoont een keerpunt in een snijpunt van dat vlak 
met de driepuntscontact-plaats. De graad der driepuntscontact- 
plaats is Sk + Sn(m — 2) + «, waarin x het aantal keerpunten 
der gegeven Cn voorstelt. Op deze driepuntscontact-plaats ligt weer 
een vierpuntscontact-plaats i), die een keer- 0(^—3) van de keer-GK"— 2) 
der contact-plaats is, enz. 

Het bestudeeren van de verschillende voorwaarden van aanra- 
king met een gegeven Cn komt dus neer op het onderzoek der 
verschillende speciaal-plaatsen en speciaal -plaatsen van speciaal- 
plaatsen enz., die op de contact-plaats gelegen zijn. 

Zijn aan de kromme Cm voorwaarden van aanraking met ver- 
schillende gegeven krommen opgelegd, dan moet het parametri- 
sche punt op de gemeenschappelijke doorsnede der bijbehoorende 
contact-plaatsen gelegen zijn. De studie dier voorwaarden komt 



^) Deze ligt natuurlijk ook geheel op de dubbelco^tact-plaats. 
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dus neer op een bestudeering der doorsneden der verschillende 
op de contact-plaatsen gelegen speciaal-plaatsen, of (wat op het- 
zelfde neerkomt) der speciaal-plaatsen, die op de gemeenschappe- 
lijke doorsnede der verschillende contact-plaatsen gelegen zyn. 



§ 3. Toepassing op die gevallen^ waarbij de gevraagde kromme 
een rechte of een kegeUnede is. 

In het geciteerde opstel (3) bespreekt Cayley nog in het bijzon- 
der de gevallen m = l (art. 15) en m = 2 (art. 16-22). 

Is m = l en dus de gevraagde kromme een rechte, dan is het 
aantal parameters « = 2. De parametrische punten liggen dan in 
een plat vlak. De contact-plaats behoorend bij een gegeven Cn is 
nu niets anders dan de reciproke kromme'^) van Cn. De dubbelcon- 
tact-plaats bestaat uit de dubbelpunten, de driepuntsconta et-plaats 
uit de keerpunten der contact-plaats, die we nu contact-kromme 
kunnen noemen. De bestudeering dier aanrakings voor waarden 
komt dus geheel neer op de studie der reciproke kromme. 

Is m = 2 en dus de gevraagde kromme een kegelsnede, dan is 
« = 5. De verschillende kegelsneden worden dus voorgesteld door 
punten in een 5-dimensionale ruimte Bi^K De discriminant-plaats 
is nu een G^i"^) (d.w.z. een (t(4) van den derden graad). Punten 
daarop gelegen representeeren geen eigenlgke kegelsneden maar 
Ivjnenparen. Op deze discriminant-plaats ligt als speciaal-plaats 
met twee dimensies minder een ©4(2), wier punten kegelsneden 
voorstellen, die in twee samenvallende rechten gedegenereerd zgn. 
Deze speciaal-plaats is een oppervlak van den 4den graad, het 
puntenpaar-oppervlak („bipointlocus"). 2) 



1) Getransformeerde kromme met pool en poollijn. 
^) Cayley kiest dezen naam omdat een in twee samenvallende rechten 
gedegenereerde kegelsnede als klasse-kromme te beschouwen is als twee 
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Is aan de kegelsnede de voorwaarde opgelegd een gegeven Cn 
aan te raken, dan moet het parametrische punt op de bijbehoo- 
rende contact- plaats liggen. Deze is een GW van den graad k+2n. 
Voor iedere On gaat de contact-plaats door het puntenpaar-opper- 
vlak, daar een in twee samenvallende rechten gedegenereerde 
kegelsnede iedere kromme oneigenlijk aanraakt, en wel n maal. 
Hieruit ziet men, dat het puntenpaar-oppervlak een w-voudig 
oppervlak van iedere contact-plaats is. 

Op de contact-plaats ligt als speciaal -plaats de driepuntscontact- 
plaats van den graad 3/c + jc, die een keer-Gr(3) der contact-plaats 
is. Deze keer-6f(3) sngdt het puntenpaar-oppervlak volgens een 
kromme (t(i). Die kromme ligt geheel op het keeroppervlak (het 
vierpuntscontact-oppervlak van den graad 6/c — 4w-|-3ic) der 
keer-(T(3), daar als een samenvallend lijnenpaar een 3-puntige 
aanraking uitvoert dit vanzelf een 4-puntige aanraking wordt. 

Het keeroppervlak heeft verder een keerkromme van den graad 
10 (k — n) + 6 K, en deze keerkromme weer 15 ft — 18 n + 10 x 
keerpunten. Daarvan zy n er 12 A; — 15 w + 9 x niet op het punten- 
paar-oppervlak gelegen en vertegenwoordigen dus niet-gedegene- 
reerde zes-puntig aanrakende kegelsneden (sextactische punten), 
terwijl de overige 3 (/c — w) + x keerpunten wel op dit oppervlak 
liggen en behooren bij de dubbeltellende buigraaklijnen van On. 

Verder heeft de contact-plaats een dub bel -GK^) van den graad 
i \{k + 2n)^ — 10 A; — 4w — 3x} gaande door het puntenpaar-opper- 
vlak. . Behalve dit puntenpaar-oppervlak ligt op deze dubbel- 6f (3) 
nog het iriplecontact-oppervlakf welks punten kegelsneden verte- 
genwoordigen, die de Cn driemaal eigenlyk aanraken. Op dit 
triplecontact-oppervlak, dat een drie-voudig oppervlak der contact- 



punten. Ze ontstaat b.v. door de kleine as van een ellips tot nul te laten 
naderen. De kegelsnede wordt dan een dubbel teil end begrensd deel van 
een rechte (de groote as), waarvan de eindpunten de twee bovengenoemde 
punten ziju. 
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plaats is, ligt een vier-voudige kromme der contact-plaats en daar 
weer op v\jf-voudige punten der contact-plaats. Deze kromme en 
die punten hebben resp. op de 4 en 5 maal aanrakende kegel- 
sneden betrekking. 

Is aan de kegelsnede de voorwaarde opgelegd twee krommen 
Gni en Cm (met klassen ki en k^) aan te raken, dan moet het 
parametrische punt liggen op de doorsnede 6f(3) der bybehoorende 
contact-plaatsen. Deze doorsnede is van den graad (ki + 2ni) 
{k2 + 2n2). Men vindt zoo de bekende eigenschap: 

Het aantal kegelsneden door drie gegeven punten, die twee krommen 
van den graad Wi, n^ en de klasse ki, k% aanraken, bedraagt 
rAi + 2wi) (h + 2n^). 

Moet de kegelsnede drie krommen Cm, Gn^ en Cnz aanraken, 
dan moet het parametrische punt op de doorsnede ö(2) der drie 
contact-plaatsen gelegen z^jn. De volledige doorsnede is van den 
graad (ki + 2ni)(k^ + 2n2)(k^ + 2n^). Van die contact-plaatsen is 
echter het puntenpaar-oppervlak (eveneens een Qi'^)) een resp. 
ny, Wj- en Wg-voudig oppervlak, zoodat dit n^ n^ n^ maal tot de 
volledige doorsnede behoort. Daar de graad van het puntenpaar- 
oppervlak 4 bedraagt, wordt de graad der restdoorsnede met 
4W1W2W3 verminderd, dus gelijk aan: 

{k, + 2 n,){k, + 2 n,)(A, -f 2 n,) - 4 n, n, n,. 

De punten dezer restdoorsnede vertegenwoordigen kegelsneden, 
die de drie krommen eigenlek aanraken. We vinden dus de even- 
eens bekende eigenschap: 

Het aantal kegelsneden door twee gegeven punten, die drie krom- 
men van den graad Wi, n^, % en de klasse k^, k^, k^ eigenlijk aan- 
raken, bedraagt (ki + 2 Wj) (k^ + 2 n^) (k^ + 2 W3) - 4 % Wg %. 

Moeilijker wordt echter de zaak als aan de kegelsnede wordt 
voorgeschreven 4 of 5 gegeven krommen aan te raken. De 4 of 5 
contact -plaatsen hebben ook dan het puntenpaar-oppervlak gemeen- 
schappelijk en bovendien een kromme resp. een puntensysteem. 
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De eigenlijke oplossingen behooren dan bij die kromme of dat 
puntensysteem, dat dan het doorsnijdingsresidu vormt. De graad 
van dit doorsnydingsresidu wordt door het gemeenschappelyke 
oppervlak gereduceerd. 

Reeds hieruit blijkt, dat by ingewikkelde vraagstukken de toe- 
passing der quasi-geometrische methode groote moeilijkheden 
medebrengt. 



§ 4. Voorbeelden van toepassing der „quasi-geometrische** methode. 

In een aan de geciteerde verhandeling (3) toegevoegd aanhangsel 
(Annex N^ 2, 3, 4, 5) werkt Cayley aan eenige eenvoudige voor- 
beelden zijn methode nader uit. Bij een dier voorbeelden (Annex 
NO. 3) zullen we de door Cayley verkregen uitkomsten kortelijk 
vermelden. 

Dit voorbeeld handelt: 

Over de kegelsneden door twee g eg even punten 
rakend aan een gegeven kegelsnede. 

Gebruikt men de gegeven punten om het aantal parameters 
voorkomend in de vergelijking der kegelsnede te verminderen, 
dan wordt dit aantal « = 3, zoodat de parametrische punten in 
een gewone 3 dimensionale ruimte liggen. De contact-plaats is nu 
een rationaal oppervlak van den zesden graad. Dit oppervlak 
heeft een keerkromme van den zesden graad, de driepuntscontact- 
kromme, en verder een uit twee kegelsneden bestaande dubbelkromme, 
de dubbelcontact-kromme. Ieder dier dubbel-kegelsneden snydt de 
keerkromme in twee punten. Deze vier punten representeeren 
kegelsneden, die de gegeven kegelsnede vier-puntig aanraken, 
daar bij twee kegelsneden een twee- en een drie-puntige aanraking 
in verschillende punten (te zamen 5 snijpunten vertegenwoordigend) 
niet mogelijk is. 
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Uit deze eigenschappen van het contact-oppervlak volgt: 

Er gaan zes kegelsneden door vier gegeven punten, die een gegeven 
kegelmede aanraken. 

Er gaan zes kegelsneden door drie gegeven punten, die een gegeven 
kegelsnede drie-puntig aanraken. 

Er gaan vier kegelsneden door drie gegeven punten, die een gegeven 
kegelsnede tweemaal aanraken. 

Er gomt vier kegelsneden door twee gegeven punten, die een gegeven 
kegelsnede vier-puntig aanraken. 

Als laatste toepassing zullen we nog het volgende niet b\j 
Cayley voorkomende voorbeeld bespreken, dat handelt: 

Over de cirkels, die een gegeven kromme Cn aan- 
raken. 

De algemeene vergelijking van een cirkel bevat 3 parameters, 
zoodat de parametrische punten in een 3 dimensionale ruimte 
liggen. Als rechthoekige coördinaten van het parametrische punt 
kiezen we de rechthoekige coördinaten van het middelpunt van 
den cirkel en zyn straal. We nemen dus in het vlak van den 
cirkel twee rechthoekige assen aan, die we nu tevens als para- 
metrische assen bezigen, waarlangs we de coördinaten van het 
middelpunt uitzetten. Hieruit bl\)kt, dat het parametrische punt 
van een cirkel gevonden wordt door in z^jn middelpunt een 
loodiyn op z\jn vlak op te richten en daarop naar den eenen 
zoowel als naar den anderen kant van af het middelpunt een 
stuk geiyk aan den straal van den cirkel uit te zetten. Deze 
parameters komen nu wel rationaal, maar niet lineair in de ver- 
gelijking van den cirkel voor. Er komt dan ook wel met ieder 
beeldpunt één cirkel overeen, maar daarentegen heeft iedere cirkel 
twee beeldpunten, die symmetrisch liggen ten opzichte van het 
vlak B van den cirkel. 

Brengt men nu door ieder punt S eener kromme Cn de beide 
rechten aan, die de kromme loodrecht snyden en hoeken van 
45"* met het vlak B dier kromme maken, dan vormen al die 

3 
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rechten te zamen een oppervlak, waarvan ieder punt het para- 
metrische punt is van een cirkel, die Cn aanraakt, en wel in het 
bijbehoorende punt 5. Dit oppervlak is dus het contact-oppervlak. 

Nauwkeurig is dit oppervlak onderzocht door H. de Vries 
(5 Verh. der Kon. Akad. van Wetensch. Deel 8), die er den naam 
van cyclographisch oppervlak aan geeft, zoodat we hetgeen verder 
volgt daaraan kunnen ontleenen. 

De Vries onderstelt hierbij, dat de kromme Cn (van de klasse /c) 
geen hoogere by zonderheden vertoont dan dat ze ^ dubbelpunten 
en X keerpunten bezit; verder dat ze e maal door ieder der beide 
cirkelpunten gaat en a maal de lijn in het oneindige aanraakt, 
terwijl hij aanneemt, dat de vergelijking der kromme bestaan- 
baar is en deze zich dus in de beide cirkelpunten op dezelfde 
wijze gedraagt. 

Het contact-oppervlak is een symmetrisch ontwikkelbaar opper- 
vlak van den graad r = 2 (A; + w) — 4f — 2(r i) en de klasse 2A;. De 
keerkromme van dit oppervlak heeft de ontwondene van Cn tot 
projectie op B. De keerkromme wordt uit die ontwondene afge- 
leid door in ieder punt der ontwondene naar weerskanten een 
loodlijn op het vlak B op te richten gelyk aan den bybehoorenden 
kromtestraal van On. Deze keerkromme is de driepuntscontact- 
kromme] we zouden ze ook de kromtecirkel-lvjn kunnen noemen, 
daar ieder punt er van een kromtecirkel van Cn vertegenwoor- 
digt. De keerkromme is van den graad n' = 2{Sk + x, — 6e — 3^), 
van de klasse 2/c (de klasse van het contact-oppervlak) en van 
den rang r = 2(k + n — 26 — (r) (den graad van het contact-opper- 
vlak). Daar met ieder punt der ontwondene twee symmetrisch 
gelegen punten der keerkromme overeenkomen, zoo volgt daaruit, 
dat de ontwondene van den graad in' en de klasse } r is (1. c. p. 18). 



1) Dit zoowel als de andere aantallen heb ik aan de Veies ontleend, 
na de notaties eenigszins gewijzigd en uit al zijn resultaten de i (aantal 
buigpunten van Cn) verdreven te hebben. 
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De keerkromme vertoont 2 (7/c — 3w + 3k - 12* — 6^) keerpun- 
ten, waarvan er 2(k - 2e — <r) de isotrope punten i) der kromme 
Cn zijn en 2 (n — 2g — 2(r) afkomstig zyn van de enkelvoudige 
snijpunten van Cn met de lyn in het oneindige. De 2 (A; — 2f — o-) 
keerpunten gaan bij het projecteeren op B verloren en geven dus 
geen keerpunten der ontwondene. De 2{n — 2e — 2(r) keerpunten 
geven n — 2e — 2(r in het oneindige gelegen keerpunten der ont- 
wondene, die dus niet met toppen der oorspronkelijke kromme over- 
eenkomen. De overblyvende 2 (6/c — in + Sx — Se — S(r) keerpunten 
behooren by 6k — 4:n + Sjc — Se — Sj in het eindige gelegen keer- 
punten der ontwondene en dus b\j even zoovele toppen der 
oorspronkelyke kromme. Deze 2 (6A; — 4n + 3jc — 8c — Sa) keer- 
punten vertegenwoordigen dus de 4- puntig aanrakende cirkels en 
zyn dus de vierpuntscontad-punien (1. c. p. 19). 

Het contact-oppervlak heeft de oorspronkelyke kromme als dub- 
belkromme en de kegelsnede K^ als (k — ö-j-voudige kromme, 
waarin K^ de doorsnede van het vlak in het oneindige is met 
een omwentelingskegel, wiens as loodrecht op het vlak B van 
Cn staat. Bovendien heeft het oppervlak nog een „restdubbelkromme*' 
van den graad 

2^'=2(i+n— 28— a)'— ^'— 10^— 2n+2yfc(T— 3x-f208— a'-fOd. 

De punten van deze kromme vertegenwoordigen cirkels, die 
Cn tweemaal aanraken. De restdubbelkromme is dus de dubbel- 
contact-kromme. Deze projecteert zich op het vlak B volgens de 
meetkundige plaats der middelpunten van de dubbelrakende 
cirkels. Deze meetkundige plaats is dus wegens de symmetrie 
van den graad x' (1. c. p. 23). 

De dubbelcontact-kromme bezit een aantal punten, waarin ze 
door een niet door die kromme gaand blad van het contact-opper- 
vlak gesneden wordt. In die punten heeft zoowel het contact- 



1) Onder een isotroop punt eener kromme verstaan we een punt, waar 
de raaklijn isotroop is, d. w. z. door een der cirkelpunten gaat. 

3* 
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oppervlak als de dubbelcontact-kromme een 3-voudig punt. Deze 
punten vertegenwoordigen cirkels, die Cn driemaal aanraken, en 
zyn dus de triplecontact-punten. Voor hun aantal 2 ^' vindt de Vries 
een zeer gecompliceerde uitdrukking (1. c. p. 36). Het aantal cir- 
kels, die Cn driemaal aanraken, bedraagt dan t\ 

De restdubbelkromme heeft met de keerkromme een zeker aantal 
punten gemeen. Behalve eenige in het oneindige (op Zqo) gelegen 
punten en de keerpunten der oorspronkelijke kromme (waar de 
keerkromme dubbelpunten en de restdubbelkromme keerpunten 
heeft) ztjn deze snypunten in de eerste plaats de vierpuntscon- 
tact-punten. Immers een vier-puntig rakende cirkel is als een 
dubbelrakenden cirkel met samenvallende raakpunten te beschou- 
wen. In deze vierpuntscontact-punten, waar de keerkromme keer- 
punten en de restdubbelkromme gewone punten heeft, raken beide 
krommen elkaar aan. Bovendien hebben de keerkromme en de 
restdubbelkromme nog 

2y' = 2(A + 2/i — 48 — ö)(3A + >c — 6g — 3(T— 12) + 2(T(i— a— 1)' 

snypunten. Dit zijn de punten, waar de keerkromme door een 
enkelvoudig blad van het contact-oppervlak gesneden wordt. Deze 
punten, waar de keerkromme gewone punten en de restdubbel- 
kromme keerpunten heeft (zonder dat beide krommen elkaar daar 
raken), vertegenwoordigen cirkels, die de kromme Cn drie-puntig 
en in een ander punt twee-puntig aanraken. Hieruit volgt : 

Het aantal kromtecirkels j die de gegeven kromme elders nog eens 
aanraken, bedraagt y' (1. c. p. 22 en 30). 

De voorwaarde, dat een cirkel door een gegeven punt P gaat, 
luidt geometrisch, dat het parametrische punt op een gelijkzijdigen 
omwentehngskegel ligt met P als top en met een as, die lood- 
recht op het vlak B der kromme staat. De beeldpunten der door 
P gaande cirkels, die Cn aanraken, liggen dus op de doorsnede 
van dezen kegel met het contact-oppervlak. Deze doorsnede bestaat 



- S7 - 

uit de (/c— ^)-maal tellende kegelsnede K^ (waar de genoemde 
kegel éénmaal en het contact-oppervlak (k — ^)-maal doorheen 
gaat) en een restdoorsnede van den graad 

2r—2{k — a) — 2{k + 2n — iB — ö). 

De projectie daarvan op het vlak B is de meetkundige plaats 
van de middelpunten der door P gaande cirkels, die Cn aanraken» 
Uit de symmetrie der restdoorsnede volgt, dat deze meetkundige 
plaats van den graad A; + 2w— 4»— ^ is (1. c. p. 38). 

De kegel snydt de driepuntscontact-kromme in 2n' punten, 
waarvan er w' + 2^ = 2(3A;+ x— 6ff— 2(r) in het eindige liggen. Deze 
in het eindige gelegen snijpunten zyn keerpunten der restdoor- 
snede en vertegenwoordigen kromtecirkels, die door het punt P 
gaan. Men heeft dus : 

Er gaan 3fc + x— 6f— 2<T kromtecirkels van Cn door een wille- 
keurig punt P (1. c. p. 40). 

De kegel snydt de dubbelcontact-kromme in eenige punten, waar- 
van het aantal na aftrek der in het oneindige gelegen snijpunten 

(jfc -|_ 2w — 4g — oy — lOk — 4n — 3x -f 246 + 7(y 

bedraagt. Deze sn^punten z^n dubbelpunten der restdoorsnede en 
vertegenwoordigen dubbelrakende cirkels door P. Men vindt dus : 
Door een willekeurig punt gaan 

^ {(jfc -|_ 2n — 46 — öY — lOk — 4n — 3>c + 248 -f 7a\ 

cirkels, die Cn tweemaal aanraken (1. c. p. 40). 

Moet de cirkel door twee punten P en Q gaan, dan moet het 
parametrische punt gelegen z\jn op de doorsnede der bijbehoo- 
rende kegels met P en Q als top. Deze doorsnede is een gelijk- 
zijdige hyperbool, die symmetrisch is ten opzichte van B, Deze 
hyperbool snydt het contact-oppervlak in 2r punten, waarvan er 
2r— 2(/[;— iy) = (A; + 2n-4f-(7) in het eindige liggen. Hieruit volgt : 

Door twee willekeurige punten gaan k-\-2n—4:S—ö cirkels^ die 
Cn aanraken (1. c. p. 42). 



^ 38 ^ 

Is aan den cirkel de voorwaarde opgelegd twee krommen Cm en 
Onj (waarvan we alle bijbehoorende grootheden door de indices 1 
en 2 van elkaar onderscheiden) aan te raken, dan moet het para- 
metrische punt op de doorsnede der bijbehoorende contact-opper- 
vlakken liggen. Daar het eene contact-oppervlak (/ci — ö-ij-maal, het 
andere (A;2— «rgj-maal door K^ gaat, reduceert zich de graad der 
restdoorsnede tot: 

4 (k, + n, - 26, - a,) (i, + n, - 28, - (T,) - 2{k, - a,){k, - ö,). 

Hieruit volgt: 

De meetkundige plaats der middelpunten van cirkels, die Cm en 
Cn2 aanraken, is een kromme van dm graad 

(1. c. p. 48). 
De. restdoorsnede der beide contact-oppervlakken heeft 

2 { {U, + >c, - 66, - 3(T,) {k, + 2n, - 46, - (T,) + o, {k, - (T,)} 

in het eindige gelegen keerpunten (snijpunten der driepuntscon- 
tact-kromme van Cm met het contactoppervlak van Cn^, die 
kromtecirkels van Cm vertegenwoordigen, die Cw, aanraken, en 

2 { (3*. + X, - 68. - 3«r,) {k, + 2«, - 4e, - <r.) + a, {k, - o,)} 

keerpunten, die kromtecirkels van Cw, vertegenwoordigen, die Cm 
aanraken. De aantallen dier kromtecirkels leidt men hier door 
deeling door 2 uit af (1. c. p. 51). 

Bovendien heeft de restdoorsnede twee soorten van in het 
eindige gelegen dubbelpunten, n.1. de snijpunten van de dubbel- 
contact-kromme van Cm met het contact-oppervlak van Cn^ , die 
cirkels vertegenwoordigen, die Cm tweemaal en Crut éénmaal aan- 
raken, en de snijpunten van de dubbelcontact-kromme van Cn^ 
met het contact-oppervlak van Cm met een analoge beteekenis. 
De aantallen dier punten (of, na deeling door 2, dier cirkels) zijn 
eveneens door de Vries bepaald (1. c. p. 52 en 53). 
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Is ten slotte aan den cirkel de voorwaarde opgelegd drie gege- 
ven krommen Cni , Cn^ en Cw, aan te raken, dan moet het para- 
metrische punt een der in het eindige gelegen snypunten der drie 
contact-oppervlakken zijn. Het aantal dier snijpunten wordt gevon- 
den door van het totale aantal dat der in het oneindige gelegen 
snijpunten af te trekken. Na deeling door 2 vindt men dan het 
aantal cirkels, die de drie krommen aanraken. Het resultaat is : 

Er z^n 

- 4 (m,-20 K~26,) (n,-26,) 

cirkels, die drie gegeven krommen Cm , Gi, en Cw, aanraken (1. c. p. 56). 

Tevens is hiermede de vraag opgelost naar het aantal cirkels 
door een gegeven punt, die twee gegeven krommen Cni en Cn^ 
aanraken. De derde kromme Cng is dan n.1. een punt, waarvoor 
W8 = f8 = c-8 = en ki = l is. Men vindt dus: 

Door een gegeven punt gaan er (ki+2ni — 4€i — öi) {k2+2n<i — 4cS^ — (Ta) 
cirkels, die twee gegeven krommen Cm en Cn^ aanraken. 

Hiervan is weer het reeds besproken geval van twee gegeven 
punten en één gegeven kromme een bijzonder geval. 

We hebben dit voorbeeld wat uitvoeriger besproken om de 
bruikbaarheid der geometrische methode in sommige gevallen in 
het licht te stellen. Het slagen dezer methode b^j het besproken 
voorbeeld ligt, behalve aan het geringe aantal (drie) parameters, 
m. i. hoofdzakeiyk aan het ontwikkelbaar zijn van het contact- 
oppervlak, waardoor b.v. de driepuntscontact-kromme(keerkromme) 
zich reeds van zelf aanbiedt. Bij ingewikkelder vraagstukken, b.v. 
dat, hetwelk door de Jonquières (161) behandeld is (zie het vierde 
hoofdstuk), twyfel ik echter aan de bruikbaarheid dezer methode. 



TWEEDE HOOFDSTUK. 
Karakteristiekentheorie. 



§ 5. Stelling van Chasles. 

Heeft men een systeem van ooi kegelsneden of een kegelmeden- 
systeem van de eerste orde, waarvan er f/, door een gegeven punt 
gaan en y een gegeven rechte aanraken, dan noemt Chasles 
(15 Comptes Rendus L 58, p. 298) de getallen /x en v de karakte- 
ristieken van het systeem. Het kegelsnedensysteem wordt dan 
een systeem (/m, v) genoemd. 

Empirisch is Chasles er toe gekomen de volgende stelling uit 
te spreken (17 Compt. Rend. t. 59, p. 215): 

Het aantal kegelsneden van een systeem (/te, v), die aan een enkel- 
voudige voorwaarde voldoen, wordt steeds voorgesteld door 

waarin « ew (3 slechts van den aard der enkelvoudige voorwaarde, 
maar niet van het kegelsnedensysteem afhangen. 

De getallen a en |3 worden de karakteristieken der voorwaarde 
genoemd. Cayley (3 art. 26) noemt ze de representatieven („repre- 
sentatives"). 

Den eenvoudigsten vorm geeft men aan het karakteristieken- 
begrip en de stelling van Chasles door gebruik te maken van de 
door Halphen (28 Comptes Rendus t, 76, 29 Buil. de Soc, Math. 
t, 1) ingevoerde en door Schubert (65 Math, Ann, Bd. 10) tot een 
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volledig systeem uitgewerkte symbolische rekenw^ze en termi- 
nologie, zooals die voorkomt in Schubebt's werk Kalkül der 
absdhlenden Geometrie (67). Schübert stelt een voorwaarde, die 
aan een figuur is opgelegd, door een letter voor, b.v. a. Is die 
voorwaarde voldoende om de figuur te bepalen, dan stelt a tevens 
het aantal figuren voor, die aan de voorwaarde voldoen. De voor- 
waarde, die uitdrukt dat twee voorwaarden a en 6 tegel^kertyd 
vervuld z\jn, wordt als een symbolische vermenigvuldiging geschre- 
ven en dus de voorwaarde ab genoemd. Daarentegen stelt a + b 
de voorwaarde voor, dat aan een der beide voorwaarden a en 6 
voldaan is. Zegt men dat tusschen eenige voorwaarden een betrek- 
king bestaat, b.v. a + b = c (waarin a, b en c worden ondersteld 
voorwaarden van dezelfde dimensie te z^jn), dan beteekent dit 
dat men steeds een juiste betrekking tusschen aantallen verkr^gt 
na s3anbolische vermenigvuldiging met een willekeurige voor 
waarde x van voldoende dimensie om de figuur te bepalen, dus 
dat de vergelijking a>x + bx = cx juist is voor iedere voorwaarde 
X van de vereischte dimensie. 

In de schryfwyze van Schubebt kan nu de stelling van Chasles 
aldus geschreven worden: 

z = aii + Pv , (1) 

waarin /e« en v tevens de voorwaarden voorstellen, dat een kegel- 
snede van het systeem door een gegeven punt gaat resp. een 
gegeven rechte aanraakt, terwyi s een willekeurige enkelvoudige 
voorwaarde beteekent en a en p van die voorwaarde afhankelijke 
getallen z^n. Daar deze betrekking bestaat voor ieder kegelsneden- 
systeem van de eerste orde, kan men ook zeggen, dat ze bestaat 
voor een kegelsnede. Immers een kegelsnedenaysteem van de eerste 
orde wordt gevormd door alle kegelsneden, die aan een 4-voudige 
voorwaarde b.v. x, voldoen. Zegt men nu, dat de vergelyking (1) 
voor een kegelsnede bestaat, dan wil dit niets anders zeggen dan 
dat men een juiste vergelyking tusschen aantallen verkrygt na 
vermenigvuldiging met een willekeurige 4-voudige voorwaarde x. 
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Men kan de stelling van Chasles dus ook als volgt uitspreken l 

B^ een kegehnede ü iedere enkelvoudige voorwaarde een homogene 
lineaire functie der voorwaarden ia en v. 

Een onmiddellyk gevolg hiervan is, dat iedere enkelvoudige 
voorwaarde een homogene lineaire functie is van ieder ander 
tweetal enkelvoudige voorwaarden. Schubert merkt dan ook op 
(67 p. 276), dat het geen zin heeft te beweren, dat juist de voor- 
waarden /t« en V voor het systeem karakteristiek zijn. Men kan 
daarvoor met evenveel recht ieder ander tweetal gebruiken. Het 
eenige waar het op aan komt is, dat h^tkarakteristiekengetalf^A. 
het aantal karakteristieken, twee bedraagt. 

In plaats dus van de voorwaarden fjt, en v, die Chasles elemm- 
tairvoorwaarden noemt, als karakteristieken te bezigen kan men 
daarvoor ook de degeneratievoorwaarden (? en >i kiezen. Hierin stelt 
(? de voorwaarde voor, dat de kegelsnede als graad-kromme in 
twee rechten degenereert en als klasse-kromme in twee samen- 
vallende stralenbundels, waarvan de drager het sn^punt der boven- 
genoemde rechten is; deze degeneratie heet een Z^'newpaar. Daar- 
entegen is n de voorwaarde, dat de kegelsnede als graad-kromme 
in twee samenvallende rechten degenereert en als klasse-kromme 
in twee stralenbundels, wier dragers op die rechte liggen; deze 
degeneratie heet een puntenpaar. De voorwaarden (? en >j zyn 
evenals de voorwaarden /te en v onderling reciprook. 

Om het verband te vinden, dat er tusschen de voorwaarden (? en >j 
eenerzijds en /t* en v anderzijds bestaat, hebben we eerst de karak- 
teristieken jM en V der elementairsystemen (daaronder verstaat Chasles 
systemen gevormd door kegelsneden, die door een uit factoren fi 
en V bestaande 4-voudige voorwaarde gedefinieerd zyn) te kennen, 
of, wat op hetzelfde neerkomt, de elementairgeiallen f^^, y^v^ . . , v^. 

Deze zijn: 

il' =v' =1, 

li^v = iiv^ = 2, 
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Volgens de stelling van Chasles is nu : 
(f = a [Li + /3 V, 
waaruit door symbolische vermenigvuldiging volgt: 

v*ö=aiiv^ + fiv' = 2 a + jS. 

Daar er drie lynenparen zijn, die door 4 gegeven punten gaan, 
echter geen l^nenpaar, dat aan 4 willekeurig gegeven rechten 
raakt, zoo is /uV = 3 en v^^ = 0. Hieruit leidt men af: 

ö = -l , p = 2 , 
dus: 

(f=2r — fi (2) 

Reciprook hiermede is: 

ri = 2ii — v (3) 

De beide laatste vergelykingen op een kegelsnedensysteem van 
de eerste orde toepassend krygt men de volgende door Chasles 
gevonden eigenschap: 

In een kegelsnedensysteem (jt* , v) komen 2 v — /w Ivjnenparen en 
2 fi ^ V puntenparen voor i). 



^) Deze eigenschap kan ook zonder de empirische stelling van Chasles 
op een groot aantal manieren bewezen worden, die hierop neerkomen, dat 
men eenzelfde stelling eerst zoo bewijst, dat de gedegenereerde kegel- 
sneden geen rol spelen, en daarna zoo, dat die wel optreden, waaruit dan 
omgekeerd het aantal dier degeneraties kan gevonden worden. Een der- 
gelijk bewijs geeft Chasles (184 p. 1173—1174) ze en is ook te vinden 
in Salmon-Fiedler (32 Höh, Km-veii, art. 394) en Clëbscu-Lindehann 
(31 Bd. 1, p. 392). 
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§ 6. DegenercUiebeackoumngen van Zeüthbn. 

Door vergeiyking (2) met fA% te vermenigvuldigen vindt men: 

cffi'v = 2fi'v« — ii*v = 6. 

Op overeenkomstige wyze vindt men alle aantallen kegelsneden, 
die aan een degeneratievoorwaarde en een 4-voudige elementair- 
voorwaarde voldoen. Het resultaat is: 

dii* —n^* = 3 , 

dli^v = ^v'fi = 6 , 

cffiV = i3vV = 4, } (4) 

dfi v' = i]r fi' = O , 
ö v* = ri (i* = 0, 

waarvan de eerste en de twee laatste vergelykingen van zelf 
sprekend zyn. De kegelsneden, die aan de voorwaarde ^fx^j voldoen, 
zijn de lijnenparen door drie gegeven punten i^i, F^f F3, die een 
gegeven rechte l (oneigenlijk) aanraken, d. w. z. hun dubbelpunt 
op l hebben. Het aantal dier lijnenparen is klaarbl^kelyk drie, 
die echter, daar ^fA\ = 6 is, alle dubbel geteld moeten worden. 
Aan de voorwaarde ^fA^v^ voldoet slechts het lijnenpaar, dat men 
krygt door het snöpunt der gegeven lynen met de beide gegeven 
punten te verbinden, en wel (blykens ^^2^2 __ 4) mennaal. 

Door de gegeven rechten door krommen te vervangen, hetgeen 
geen invloed hebben kan op het aantal malen dat zulk een gede- 
genereerde kegelsnede geteld moet worden, vindt Zeuthen (28 
Nouvelles Annales (2) L 5, p. 247) de volgende regels: 

Is aan een kegelsnede de voorwaarde ^ opgelegd en een 4:'Voud%ge 
voorwaarde^ die o. a. vordert een gegeven kromme aan te raken, dan 
moet een kegelsnede, die haar dubbelpunt op die kromme heeft (en 
dus ami de aanrakingsvoorwaarde oneigenlijk voldoet) en aan de 
overige voorwaarden op eigenlijke uyijze voldoet, tweemaal geteld 
worden. 
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Is aan een kegelsnede de voorwaarde ^ opgelegd en een ^-voudige 
voorwaarde, die o. a. vordert twee gegeven krommen aan te raken, 
dan moet een kegeUnMe, die haar dubbelpunt in een snijpunt der 
gegeven krommen heeft en aan de overige voorwaarden eigenlijk 
voldoet, viermaal geteld worden. 

De hiermede reciproke regels voor de voorwaarde q zyn hier 
gemakkeiyk uit af te leiden. 

De tweede der genoemde regels is een gevolg van den eersten. 
Om dit in te zien, heeft men te bedenken, dat een kegelsnede, 
die haar dubbelpunt in een snypunt der gegeven krommen heeft, 
beide krommen oneigenlijk aanraakt en dus om twee redenen 
dubbel geteld, dus in het geheel viermaal geteld moet worden. 

Wil men nu een enkelvoudige voorwaarde z in /t« en v uit- 
drukken, dan moeten de getallen ol en p, die in vergelijking (1) 
voorkomen, bepaald worden. Daartoe vermenigvuldigt men (1) 
met ^/t*v». Men vindt dan : 

zé^v^ = a dfi'v' + jS dfiv' = 4a , 
en evenzoo: 

zrm^v = 4jS. 

De kegelsneden, die aan de voorwaarde s^/uv' voldoen, ztjn 
Ifl'nenparen, wier dubbelpunt in het snypunt der beide by de 
voorwaarde v^ behoorende rechten ligt en waarvan de eene door 
het by de voorwaarde ia behoorende punt gaat, de andere aan 
de voorwaarde z voldoet. Het aantal dier kegelsneden is dus geiyk 
aan het aantal rechten door een willekeurig punt, die te zamen 
met een willekeurige rechte aan de voorwaarde z voldoen. Vol- 
gens den regel van Zeuthen moet echter ieder dier kegelsneden 
mermaal geteld worden, waaruit een eenvoudige beteekenis voor 
X en de reciproke beteekenis voor p voortvloeit. Men vindt dus : 

Een enkelvoudige voorwaarde z kan worden voorgesteld door 
a/i + pv, wa^arin x het aantal rechten door een willekeurig punt 
aangeeft, die met een willekeurige rechte gecombineerd kegelsneden 
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oplevererij die aan de voorwaarde z voldoen^ en waarin p de hier- 
mede reciproke beteekenis heeft. 

Is z b.v. de voorwaarde een kromme van den graad n en de 
klasse k aan te raken, dan volgt hieruit onmiddelyk, dat a = /i; 
en I3 = w is. 

Om nu verder van een kegelsnedensysteem de beide karakteris- 
tieken jM en V te bepalen, heeft men slechts te bepalen hoeveel kegel- 
sneden aan de degeneratie voor waarden <? en >j voldoen, waarna men 
dan jM en V uit de vergelijkingen (2) en (3) kan oplossen. Nu vindt 
men gemakkelyk welke lijnenparen en puntenparen in het systeem 
voorkomen ; de eigenlyke moeilykheid hierby is echter te bepalen 
hoeveel maal ieder dier gedegenereerde kegelsneden geteld moet 
worden. Om dit te vinden voert Zeuthen (23) de verschillende 
soorten van lijnenparen of puntenparen met nog te bepalen getal- 
lenfactoren vermenigvuldigd in. Past men nu de formules, waarin 
deze onbepaalde coëfi&cienten voorkomen, toe op eenvoudige geval- 
len, hierbij lettend op het beginsel der dualiteit, dan is het moge- 
lyk betrekkingen tusschen die coëfl&cienten af te leiden, waaruit 
ze kunnen worden opgelost. Hiermede zijn dan J en ïj en dus 
ook /:* en V gevonden. 

Op deze wijze heeft Zeuthen de karakteristieken van alle kegel- 
snedensystemen van de eerde orde bepaald, die door een vier- 
voudige aanrakingsvoorwaarde met één of meer gegeven krommen 
gedefinieerd zijn. Deze systemen zyn volgens de schryfwyze van 
Cayley (3 art. 39) : 

(1)(1)(1)(1) , (1,1)(1)(1) , (1,1)(1,1) , (1,1,1)(1) ,(1,1,1,1), 

(2)(1)(1) , (2)(1,1) , (2,1)(1) , (2,1,1) , 

(2) (2) , (2,2) 

(3)(1) , (3,1) 

(4) 

Hierin wordt b.v. met het systeem (2 , 1) (1) bedoeld het systeem 
der kegelsneden, die een gegeven kromme in verschillende punten 
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één- en twee-voudig en een andere gegeven kromme enkelvoudig 
aanraken, met (2 , 2) het systeem der kegelsneden, die een gege- 
ven kromme tweemaal twee-voudig aanraken, enz. 



§ 7. Halphen's zoijziging van de stelling van Chasles. 

De door Chasles uitgesproken stelling is door hem empirisch 
gevonden, d. w. z. by alle kegelsnedensystemen en voorwaarden, 
die hy onderzocht, vond hij zijn stelling bevestigd. Zij is onge- 
veer gelijktijdig (1873) bewezen door Clebsch (27 Math. Annalen 
Bd. 6) langs algebraïschen weg en door Halphen (29 BulL de la 
Soc. Math. t, 1) met behulp van het CHASLEs'sche correspondentie- 
beginsel. Later is nog door Lindemann (31 Clebsch's VorL über 
Geom. Bd. 1, p. 398- 4(X)) een algebraïsch en door Schubert 
en HüRwiTZ (80 GötL Nachr, 1876 ; ook opgenomen in Schubert's 
Abz. Geom. § 38) een op de symbolische rekenwyze gegrond bewijs 
geleverd. 

In 1876 sprak echter Halphen (46 Comptes Bendtts t. 83) zyn 
twyfel uit omtrent de algemeene geldigheid van de stelling van 
Chasles, dien h^ later uitvoeriger begrondde (48 en 49 Proc. of 
the Lond. Math. Soc. Vol. 9 a 10, Math. Annalen Bd. 15; 47 
Journ. de VÉc. Polyt. 45e cah.). By de vroeger gegeven bewyzen, 
die alle op de beschouwing der in het systeem voorkomende 
lynenparen en puntenparen berustten, was steeds een vier para- 
meters bevattende degeneratievorm der kegelsneden over het 
hoofd gezien. Behalve het lljnenpaar en het puntenpaar heeft men 
namelijk nog een het eerst door Zeuthen beschouwde degeneratie, 
die Cayley (8 art. 32) een lijn-paar-punt („line-pair-point") noemt. 
Deze is als een vereeniging van beide degeneratie vormen te 
beschouwen, zoodat hierbij de kegelsnede als graad-kromme in 
twee samenvallende rechten degenereert en als klasse-kromme in 
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twee samenvallende stralenbundels, wier dragers in een punt 
dezer rechte samenvallen. Deze degeneratie heeft zooals zjj door 
hen werd opgevat niet zooals de beide andere vier maar drie 
parameters, zoodat b\j een kegelsnedensysteem van de eerste 
orde in het algemeen zulke lyn-paar-punten niet voorkomen. 
Komen deze in byzondere gevallen wel in het systeem voor, 
dan moeten ze zoowel onder de ^ l^nenparen als onder de d 
puntenparen worden medegeteld. 

Halphen heeft echter aangetoond, dat ook in deze ZEUTHEN'sche 
degeneratie in zeker opzicht wel degelyk vier parameters kunnen 
voorkomen. Men kan een l^n-paar-punt n.1. beschouwen als de 
limiet van een ellips, waarvan beide assen a en 6 tot nul nade- 
ren, en wel zoo dat, terwijl a een oneindig kleine van de eerste 
orde is, b van de orde 1 + Va is. De lijn van het lyn-paar-punt 
valt dan langs de groote as der ellips. Punt en lyn z^n bepaald 
door drie parameters, terwyl h de vierde parameter is. Dezen 
degeneratievorm noemen we een Halphen'sc/ïö degeneratie. 

Een dergelyke gedegenereerde kegelsnede wordt door eenwille- 
keurige rechte in twee punten gesneden, wier afstand c? oneindig 
klein is, terwyl de raaklynen uit een willekeurig punt een onein- 

ah 
dig kleinen hoek e insluiten. Hierby heeft nu — een eindige 

e 

limiet. Is het stelsel algebraïsch dan heeft h steeds een rationale 

P 
waarde — . Halphen noemt q de orde, p de klasse der gedegene- 

reerde kegelsnede. Deze HALPHEN'sche degeneratie is met zich zelf 
reciprook, met dien verstande echter, dat bij reciproke trans- 
formatie de getallen p en g verwisselen, zooals uit het eindig 

zijn van Urn, — volgt. 
e^ 

Van dezen degeneratievorm zijn de beide andere byzondere 
gevallen. Voor een lynenpaar is n.1. g = O en voor een puntenpaar 
p = 0. Ook hieruit ziet men, dat deze bij reciproke transformatie 
(verwisseling van p en q) in elkaar overgaan. 
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Ter toelichting van de beschouwingen van Halphen kiezen we 
het voorbeeld, dat ook door Halphen gebruikt is, waarby n.1. de 
kegelsneden van het stelsel geconjugeerd zyn ten opzichte van 
een vasten driehoek Ai A^ A^, die we als coördinatendriehoek 
kiezen. In homogene coördinaten wordt dan de vergelijking van 
het stelsel: 

9i^i^ + 9i< + 9t^,^ = O, 

waarbü tusschen gi, g^ en 0^3 nog een betrekking bestaat. Deze 
betrekking denken we van dien aard, dat het mogelük is gi, g^ 
en ^3 als rationale geheele functies (alle van denzelfden graad a) 
van een parameter u voor te stellen. In dat geval wordt het stelsel 
rationaal genoemd. We beschouwen dus een rationaal stelsel van 
geconjugeerde kegelsneden. 

Is een der ^r's b.v. gi gel^k wmZ, dan degenereert dekegelsnede 
en wel in een lynenpaar met Ai als dubbelpunt. Is echter 
gi = g^ — O, dan degenereert de kegelsnede in een op Ai A^ gelegen 

puntenpaar (oneindig afgeplatte kegelsnede), als Urn. - eindig is ; 

in alle andere gevallen kr^gt men een HALPHEN'sche degeneratie. Is 

lim. -—j- eindig, dan is die degeneratie van de orde q en de 
gjP^ 

klasse p ; hierbij is Ai het punt, Ai A^ de rechte der degeneratie. 

Zy nu ^ = de voorwaarde, die aan de kegelsnede van het 
systeem wordt opgelegd, dan is (daar we die voorwaarde alge- 
braïsch onderstellen) ♦ een geheel homogeen polynomiuminö'1,0'2 
en g^. Is c de graad van ♦ in de gr's, dan is de graad van * in « 
geiyk aan oc, zoodat ook het aantal kegelsneden van het systeem, 
die aan de voorwaarde voldoen, ac bedraagt. 

Onder dit aantal zyn echter gedegenereerde kegelsneden mede- 
gerekend, die oneigenlijk aan de voorwaarde voldoen en die we 
dus niet mede willen tellen. Hierdoor ondergaat het gevonden 
aantal een reductie, die nog bepaald moet worden. 

4 
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Halphbn onderstelt, dat de voorwaarde ^ = projectiefis, d.w.z, 
hare beteekenis biyft behouden by lineaire transformatie. Nu kan 
echter 4» geen invariant zyn als we het geval uitsluiten, dat de 
voorwaarde het degenereeren der kegelsneden behelst, daar toch 
by een kwadratischen ternairen vorm de discriminant de eenige 
invariant is. In alle andere gevallen drukt de voorwaarde ^=^0 
een verband uit tusschen de kegelsnede en een andere figliur, 
dat door lineaire transformatie niet verandert; m.a.w. « = is 
een betrekking tusschen ^i, ^3, g^ en de coördinaten van 4 punten 
t, u, V, w, terwijl ♦ een covariant van giOOi^+giOC^^+g^oi^^ en de 
coördinaten dier vier punten is. Men heeft dus; 

^=z2Hg,-g,xg^- , 

waarin de coëfficiënten H functies van de coördinaten van t, u, v, w 
zün. Verder is 

De wortels van de vergelijking ^=0 geven nu twee soor- 
ten van kegelsneden: 1ste kegelsneden, die onafhankelijk van 
t, u, V en w zijn, 2de kegelsneden, die daar wel van afhangen 
en dus de eigenlijke oplossingen opleveren. Halphen bewast, 
dat deze laatste wortels by willekeurige ligging van t, u, v, w 
enkelvcmdig zyn en dat dus hun aantal het gevraagde aantal 
kegelsneden oplevert. Verder zou nog gevraagd kunnen worden 
na te gaan hoe dit aantal zich wyzigt in de bijzondere gevallen, 
die zich voordoen als de vier punten bijzondere standen innemen. 
Dit laatste wordt echter uitgesloten en hiermede heeft Halphen 
nauwkeurig geformuleerd wat men te verstaan heeft onder de 
(mafhankélijkheid tusschen het systeem en de voorwaarde, welke 
onafhankelijkheid voor de toepasbaarheid van de stelling van 
Chaslbs reeds vóór de onderzoekingen van Halphen als een 
eerste vereischte erkend was^). 



1) AfhBnkeligkhei4 heeft men b,y. teu duidel^ksta als meu aan de kegQl- 
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Halphen bewyst verder, dat de oplossingen van de eerste soort 
gedegenereerde kegelsneden zjjn, waarvoor twee der ^^'s nul z^jn, 
dus puntenparen of HALPHEN'sche degeneraties. Aan de bespre- 
king van het aantal dier degeneraties dienen de volgende beschou- 
wingen vooraf te gaan. 

Daar 4» een covariant is, is * wat de exponenten aangaat sym- 
metrisch ten opzichte der ^^'s. Hierdoor kunnen de termen van ♦ 
in groepen (?r , ;c , ö") verdeeld worden zoodanig, dat in de termen 
van een groep (jt , ;c ♦ *) alleen de exponenten ?r , ;c en ^ voorko- 
men, maar op verschillende wijzen over Qi^ g^ en g^ verdeeld. 
We kunnen hierbij steeds 

onderstellen. Onder de groepen {T,Xf^) is er zeker een, waarvoor 

= is, daar anders * door gi g^ gs (d. i. de discriminant van 

gi^* + Qi^^ + 9s^^ deelbaar zou zyn. 

zy ♦' de voorwaarde, die reciprook is met *. Om *' te vinden 

1 1 1 

moet men in ^=0 gi door — vervangen, g2 door — en örjdoor — 

9i 92 9s 

en daarna denoemers verdry ven. Door met (griöfg 0^8)"+^+' = (fl'ifl'aö's)^ 
te vermenigvuldigen (waardoor zeker alle breuken verdreven wor- 
den) krijgt men een term : 

H' g,^-h g^^-h g^^+x. 

Is nu p de kleinste waarde van ;c + o*» <5an wordt de geheele 
vergeiyking door (gig^gs)^ deelbaar, waardoor de beschouwde 
term wordt: 

H' g^^-^-^ gt""^"^ gi"^^"^ • 

Hieruit volgt, dat met de groep (»• , ;c > ^) in de reciproke voor- 
waarde een groep i^r' , x' > «•') overeenkomt, waarin 



sneden van een systeem, die reeds alle een gegeven kromme aanraken, de 
voorwaarde oplegt deze kromme nog eens aan te raken. Zie Clebsch — 
Li^PiMANN, Forh Ulter Oeom, Bd, 1, p. 400. 

4* 



o' =x+a-p 

is. Hierby is verder: 

^' > X' > ^ 

en: 

c' = jr' + x' + <^ = 2c — 3jS. 

Reciprook hiermede z^n de betrekkingen: 

:7r = nr' + x' — « , 

X = jr' + <^ — « » 
^ = X' + ö' — « , 
c = 2c' — 3a , 

waarin a de kleinste waarde van z* + ff* is. Hieruit volgt (door 
oplossing van c en c') : 

c = 2jS -f a , 

c' = 2a + fi. 

Hervatten we nu de bespreking van het aantal oneigeniyke 
oplossingen. Zy a een waarde van «, die Qi en 0^2 beide nul 

maakt, en wel zoo dat Urn. Vi eindig is, dan bewijst Halphbn, 

dat il een Pg + yvoudige wortel van * = is. Hierin is y de 
kleinste waarde, die ap + ^'q voor de verschillende groepen van 
termen van 4» aanneemt. 

Beschouwt men nu alle wortels a, die twee der g^'s nul maken, 
en zü Q de som der bybehoorende waarden vang, terwyl r de som 
der bybehoorende waarden van y is, dan vertegenwoordigen al die 
wortels XI in het geheel (3Q + r wortels van ♦ = 0. Daar ^ = 
in u van den graad oc = a (2p + a) is, is het aantal N der enkel- 
voudige wortels, dus het aantal der eigenlyke oplossingen: 

iV = a(2f^ + a) — ^Q — r= aa + ^(2a—Q)— T. 
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Hierin hebben a en 2a-- Q een eenvoudige meetkundige betee- 
kenis. Is n.1. « = de voorwaarde, dat de kegelsnede door een 
punt u (Ml , t(3 , t<s) Sstat, dan is : 

* = 9i< '\' 9t< + 9t< ' 

Er is nu slechts één groep van termen, n.1. (1,0, 0). Hiervoor 
is |3 = O, zoodat de correspondeerende groep in o' is (1 , 1 , 0), 
waaruit weer volgt, dat a = l is. Daar ff = o-' = is, is ook y = 
dus r=0. Het aantal /e« der kegelsneden, die door het punt u 
gaan, is dus : 

Zij vervolgens *=0 de reciproke voorwaarde een gegeven rechte 
aan te raken. Dit geeft een verwisseling van « , |3 en van v , v', 
zoodat nu «c = O, ^ = 1 en r = O is. Het aantal v der kegelsneden, 
die aan een gegeven rechte raken, is dus: 

V = 2a — Q . 

Met behulp hiervan wordt nu de gevonden uitdrukking voor iV^: 

iV=a,i + /ïr— r (5) 

Deze zelfde vergeiyking geldt nu niet alleen voor het beschouwde 
rationale systeem van geconjugeerde kegelsneden, maar ook voor 
een willekeurig systeem van de eerste orde. Hierin worden x en 
j3 op de boven beschreven wUze allem uit de voorwaarde * = 
afgeleid, terw^l /* en v de CHASLEs'sche karakteristieken zyn. Verder 
is r een grootheid, die uit het systeem en de voorwaarde beide 
gevonden wordt, en gel^k is aan: 

rz= 2 min. {op + <^q) • 

Bevat het kegelsnedensysteem geen andere degeneraties dan 
lynenparen en puntenparen, dan is öf g = O öf p = 0. Daar er nu 
onder de grootheden <r of «•' steeds gevonden worden, die nul zUn, 
wordt in dat geval r = 0. Hieruit ziet men, dat het getal r alleen 
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gevormd voordt door Ualpken' sche degenercUies. Men vindt dus : 

I. Bevat een kegelsnedenstelael (ijl , v) geen HALPHEN'ac^ degene- 
ratieSy dan is het aantal kegelsneden, die aan een tmUekeurige voor- 
waarde voldoen, gelijk aan ecfA + fiv, waarin a en fi slechts van die 
voorwaarde afJiangen. 

Nog een ander bijzonder geval, waarin de stelling vanCnASLES 
juist is, laat zich uit vergeiyking (5) afleiden, en wel door niet 
aan het kegelsnedenstelsel maar aan de voorwaarde een beper- 
king op te leggen. Is n.1. ♦ zoodanig, dat er een groep van termen 
is, waarvoor ^ = ^' = O is, dan is eveneens r = O en geldt dus 
N=xfi + Pv voor ieder stelsel ook al bevat het HALPHEN'sche 
degeneraties. 

Voor dit algebraïsche criterium kan een geometrisch in de 
plaats gesteld worden. Voor een stelsel, dat HALPHEN'sche dege- 
neraties bevat, is n.1. alleen dan r = O, als er een termengroep is, 
waarvoor (r = a' = is. Geldt dus de vergelijking iV= «/t« + I3v voor 
één stelsel met HALPHEN'sche degeneraties, dan geldt die verge- 
lyking ook voor ieder stelsel. Een voorbeeld van een stelsel met 
HALPHEN'sche degeneraties levert een bundel kegelsneden, die in 
een gegeven punt aan een gegeven kromme een aanraking van 
de derde orde vertoonen. Men vindt dus: 

n. Z^ S een bundel kegelsneden, die een gegeven kromme in een 
gegeven punt drie-voudig aanraken. Indien het aantal kegelsneden 
van S, die aan een voorwaarde * = O voldoen, a + p is, dan is het 
aantal kegelsneden van een willekeurig stelsel (fi , v), die aan die- 
zelfde voorwaarde voldoen, steeds gelijk aan a/x + gv. 

Wanneer het kegelsnedenstelsel niet aan de restrictie van I 
voldoet en de voorwaarde niet aan die van II, dan is het aantal 
gevraagde kegelsneden steeds minder dan «/m + ^v. 

Later is door Study (55 Math. Ann. Bd. 27) aangetoond, dat 
van uit een bepaald standpunt de stelling van Chasles als alge- 
meen geldig beschouwd kan worden, hoewel Study uitdrukkeiyk 
de juistheid van de ontwikkelingen van Halphen heeft toegegeven. 



- 66 - 

Voor den hierop gevolgden in de McUh. Annalen gevoerden pen- 
nenstr^d tusschen Study en Zeuthen (57, 58, 59, 60, en 61) 
verwas ik naar de in de literatuuropgave genoemde stukken. 



§ 8. Sghubbbt'8 uitbreiding van het karakteristiekenprobleem. 

Zooals reeds in § 5 is opgemerkt kan volgens de terminologie 
van ScHUBBRT de stelling van Chasles aldus worden uitgesproken : 

BH een kegelsnede kan iedere enkelvoudige voorwaarde als een 
lineaire homogene functie van twee enkelvoudige voorwaarden worden 
uitgedrukt, 

ScHUBEBT (66 Qm. Nachr. 1877, 41 Math. Ann. Bd. 10 spec. 
§ 13, 67 Kalkül. der ahz. Qeom. § 87) stelt zich nu de vraag 
of het mogeiyk is deze stelling tot willekeurige figuren en meer- 
voudige voorwaarden uit te breiden. Heeft men een figuur r, die 
van « parameters afhangt, dan verstaat Sghubert onder het 
i-voudige karakteristiekenprobleem dier figuur het volgende: 

Is het voor een figuur r mogel'^k iedere i-voudige voorwaarde als 
een homogene lineaire functie van een eindig aantal bepaalde i-vou- 
digé voorwaarden uit te drukken ? 

Hierby is natuurlek de bedoeling, dat de gezochte „karakteristie- 
kenformule*' voor ieder tvoudig systeem der figuren r juist is, 
dus dat de coëfficiënten der homogene lineaire functie alleen van 
de i-voudige voorwaai'de, maar niet van het systeem afhangen. 

Onderstel, dat het gelukt is een willekeurige i-voudige voor- 
waarde in m (en niet minder) bepaalde i-voudige voorwaarden 
uit te drukken, dan noemt Sghubert m het i-voudige karakteristie- 
kengetal der figuur. 

De karakteristiekenformule drukt dan niets anders uit dan dat 
er tusschen m + 1 i-voudige voorwaarden, waarvan we er één 
willekeurig kunnen kiezen, een homogene lineaire vergeiyking 
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bestaat, waaruit weer onmiddellijk volgt, dat zulk een vergelflking 
tusschen ieder m + 1-tal i-voudige voorwaarden 6, 6i, ftj, . . . , bm 
bestaat, zoodat we ook ieder m-tal van elkaar onafhankeiyke 
i-voudige voorwaarden gebruiken kunnen om alle overige in uit 
te drukken. Zy de vergelijking tusschen b, bi, fej, . . . , &m : 



«6 + «^6^ + «,6, 1}- ... 4- ombm = O 



(6) 



waarin «, au «si • • • > »m alleen van de voorwaarden maar niet 
van het systeem afhangende getallencoëfficienten zQn. 

Weet men, dat het i-voudige karakteristiekenprobleem oplosbaar 
is en een karakteristiekengetal m heeft, dan kunnen de coëffi- 
ciënten der karakteristiekenformule (6) op de volgende wijze 
bepaald worden. We vermenigvuldigen (6) symbolisch^achtereen- 
volgens met m + l willekeurig gekozen «—i-voudige voorwaarden 
c, Cl, C2, ..., Cm- Men krijgt dan m + l vergeiy kingen, waarin de 
a's voorkomen vermenigvuldigd met getallencoëfiftcienten bc, bci 
enz. ; dit zvjn n.1. «-voudige voorwaarden en dus tevens de aan- 
tallen der figuren r, die aan die voorwaarden voldoen. Na elimi- 
natie van ctf «1, ag, . . . , »m vindt men dan : 



bc , 6jC , 6,c , , bmC 

bc^ , ftjCj , 6,Ci , , bmC^ 

bc^ 1 b^c^ , 6,c, , , bmC^ 

bCm » b^Cffi , b^Cjti , , bfnl'm 



= 



(7) 



Dit is een gewone (geen symbolische) betrekking tusschen aan- 
tallen. Deze vergeiyking geldt echter wat de «-i-voudige voor- 
waarde c ook zij. Uit (7) kunnen we dus door symbolische deeling 1) 



i) In het algemeen is een symbolische deeling niet geoorloofd (Schubbbt, 
Kdlkül det' abz. Geom, § 5), echter wel wanneer zooals hier de factor, 
waardoor we deelen, geheel willekeurig is. 
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door € een symbolische vergelyking tusschen de m + 1 i-voudige 
voorwaarden fe, fei, fej, . . . , bm afleiden, n.1. : 

6 » *! » i!>, » 1 ^m 

bc^ , 6jC, , 6,c, , , bmc^ 



= 0. 



(7)' 



De elementen van de tweede en volgende r^en z^n dan nog 
steeds aantallen gebleven. De zoo verkregen vergelijking (7)' is dus 
de ivoudige karakteristi^nformule. We vinden dus : 

De betrekking tusschen m + 1 ivoudige voorwaarden is gevonden 
zoodra men o^er m zoodanige m— ivoudige voorwa>arden beschikt fda^ 
de m (m -f- 1) aantallen der figuren r bekend zijn, die tegelijkertv/d aan 
een der i-voudige en aan een der u— ivoudige voorwaarden voldoen. 

Evenzoo geldt de vergelijking (7) wat de i-voudige voorwaarde b 
ook zfl. We kunnen (7) dus ook symbolisch door b deelen, waar- 
door men een symboUsche vergelijking tusschen de m-fl u—i- 
voudige voorwaarden c, Cj, Gj, . . . Cw verkrygt. Tusschen ieder 
W + 1-tal «—i-voudige voorwaarden bestaat zulk een betrekking, 
zoodat we vinden : 

1. Is het i-voudige karakteristiekenprobleem opgelost, dan is dit 
tevens het geval met het u- i-voudige. 

2. De vergelijking (7) stelt door c gedeeld de ivoudige en door b 
gedeeld de u— i-voudige karakteristiekenformule voor. 

3. Van een figuur met u parameters is het i-voudige karakteris- 
tiekmgetal gelijk aan het te —i-voudige. 

Deze laatste eigenschap is voor een kegelsnede in een vast 
vlak uitgesproken door Lindemann (31 Clebsch's Vorl. über Geom. 
Bd. 1, p. 403). Het hier gegeven bewys stemt nagenoeg overeen 
met dat van Schübert (41 Math. Ann. Bd. 10, p. 355-357). In 
het bewfls van Schübert komt echter de symmetrie tusschen en 
het in één vergelijking opgesloten liggen van de beide karakteris- 
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tiekenformules niet uit. Het bewijs, dat Schubert in zfln Kalkul 
§ 37 geeft, waarby wel op die symmetrie gelet wordt, is m. i. 
incorrect i). 

Men kan echter de vergelyking (7) nog anders interpreteeren 
en . daarmede een nieuwe formuleering van het karakteristieken- 
probleem verkrijgen. Deze vergelijking kan n.1. dienen ter bepaling 
van bc, d. i. het aantal figuren r, die tegeiykertijd aan een i- 
en een «-i-voudige voorwaarde voldoen, of het aantal gemeen- 
schappelijke figuren van een u—i- en een i-voudig systeem. Daar- 
toe moeten alle overige elementen van den determinant bekend 
zijn. Men vindt zoo: 

Het aantal gemeenschappelijke figuren r (met w parameters) van 
een i-voudig en een u—i-voudig systeem, heide met een karakteris- 
tiekengetal m, is bekend zoodra men over m i-voudige en over m 
u—i-voudige voorwaarden beschikt zoodanig, dat men tveet: !««« hoe- 
veel figuren van het ivoudige systeem aan ieder der m i-voudige 
voorwaarden voldoen, 2de hoeveel figuren van het u— i-voudige systeem 
aan ieder der m a— ivoudige voorwaarden voldoen, Qde hoeveel fi{/u- 
ren r oaw een der m i-voudige voorwaarden en tegelykertijd axm 
een der m u— i-voudige voorwaarden voldaan. 

Het gezochte a^^ntal is homogeen en lineair zoowel in de aantallen 
fi{furen van het i-voudige systeem, die aan de verschillende i-voudige 
voorwaarden voldoen, als in de aantallen figuren van het u— i-vou- 
dige systeem, die aan de verschillende ta— i-voudige voorwaarden 
voldoen. 

Men krijgt dus de volgende formuleering van het karakteris- 
tiekenprobleem : 

Is het mogél^k het aantal gemeenschappelijke figuren van een i- 



1) Daarin wordt toch een homogene lineaire fanctie van eenige voor- 
waarden zelf ook een voorwaarde genoemd. Zijn echter b.v. a en b twee 
voorwaarden, dan kan men moeilijk spreken van een voorwaarde Vs ^ of 
van een voorwaarde a— d. 
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en een u—i-voudig stelsel voor ie stellen door de som van uit twee 
factoren bestaande termen zoodanig, dat de eerste factoren uitslui- 
tend van het ééne stelsel, de tweede factoren uitsluitend van het 
andere stelsel afhangen? 



§ 9. Voorbeelden van figuren, waarvoor het karakteristieken- 
probleem is opgelost. 

Sinds de in § 7 besproken onderzoekingen van Halphen weet 
men, dat streng genomen het karakteristiekenprobleem, enkele 
zeer eenvoudige figuren uitgezondeid i), in ontkennenden zin moet 
worden beantwoord, waardoor de beschouwingen van Schubert 
een groot deel van hun waarde verloren hebben. Voor een punt 
in een u-dimensionale ruimte (en dus ook voor de hiermede reci- 
proke lineaire ruimte B(.^-^) van «—1 afmetingen) echter is het 
karakteristiekenprobleem door de stelling van Bézoüt opgelost. 
Stelt p de enkelvoudige voorwaarde voor, dat het punt op een 
iK«— 1) ligt, dan drukt de i-voudige voorwaarde p« uit, dat het 
punt op de gemeenschappelijke doorsnede van i ruimten i2(«-i), 
dus op een jB(«-0 ligt. Is nu aan het punt een i-voudige voor- 
waarde b en een «— ivoudige voorwaarde c opgelegd, dan worden 
de graden dier voorwaarden (of der gebogen ruimten van u-i 
resp. i afmetingen, waarop de punten liggen, die aan de eene of 
aan de andere voorwaarde voldoen) voorgesteld door bp^—i resp. 
cpi. Volgens de stelling van Bézout is nu: 

bc = {bp'^-i) . {cp') , 

waarin de stip een gewone vermenigvuldiging beteekent. In den 
vorm van vergeiyking (7) geschreven luidt deze vergeiyking: 



^) D.w.z. figuren eenvoudiger dan kegelsneden, zooals punten, 1^'nen, enz. 
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be 


j^e 




be 


p'e 


bp"-* 


pip-'i 




bf—i 


1 



= 0. 



Men ziet hieruit: 

Voor een punt in een meer-dimensionale ruimte is het karakteris- 
tiekengetal voor voorwaarden van iedere dimensie gel^k aan één. 

Als tweede voorbeeld van een figuur, waarvoor het karakteris- 
tiekenprobleem volledig is opgelost, noem ik de rechte Iv/n in een 
drie-dimensionale ruimte (« = 4). De oplossing wordt n.1. geleverd 
door de volgende twee stellingen, die voor de lijn-geometrie zyn 
wat de stelling van Bézoüt voor de punt-geometrie is : 

1. Een regelvlak van den graad u en een complex van den graad 
V hebben uv gemeenschappelijke stralen. 

2. Twee congruenties^ wier graden n en n^ en wier klassen k en 
k' zijn^ hébben nn* + kk' gemeenschappelijke stralen. 

Onder den graad van een congruentie verstaan we het aantal 
rechten der congruentie, die door een willekeurig punt gaan; onder 
de klasse het aantal rechten, die in een willekeurig plat vlak liggen^). 

Deze stellingen zijn het eerst gevonden door Halphen (63 Comptes 
Rendus t. 73, 74); andere bewijzen er voor zfln geleverd door 
Zeüthen (64 Comptes Rendus t. 78) en Schübert (65 Math. Ann. 
Bd. 10 p. 96-98, 67 Kalkul p. 62). 

Uit de beide stellingen volgt : 

Voor een rechte lijn in een drie-dimensionale ruimte is het één- en 
het drie-voudige karakteristiekengetal gelijk aan één, het twee-vou- 
dige karakteristiekengetal gelijk aan twee. 

Kent men de karakteristiekengetallen, dan zijn met behulp van 
vergelijking (7) de genoemde stellingen onmiddellyk gevonden. Zij 
n.1. voor een rechte lyn : 



1) Pascal— ScHEPP. Repertorium der höh. Math. IL Tbubner, Leipzig^ 
1902, p. 377. Schübert gebruikt daarvoor in zijn Kalkül p. 18 de bena- 
miugen hundelgraxut en veldgraad. 
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b de drie-voudige voorwaarde tot een gegeven regelvlak te 

behooren, 
c de enkelvoudige voorwaarde tot een gegeven complex te 

behooren, 
d de twee-voudige voorwaarde tot een gegeven congruentie te 

behooren, 
g de enkelvoudige voorwaarde een gegeven rechte te sneden, 
ge de twee-voudige voorwaarde in een gegeven plat vlak te 

liggen, 
gp de twee-voudige voorwaarde door een gegeven punt te gaan, 
ga de drie-voudige voorwaarde tot een gegeven vlakken stralen- 

bundel te behooren. 
De graad u van het regelvlak wordt dan door bg voorgesteld, 
de graad v van het complex door cgs, de graad n der congru- 
entie door dgp en haar klasse k door dge. 
Uit vergelflking (7) volgt dan : 



en 



M 


9pd! 


d9p 


9P* 


d9e 


9p9e 



bc ggc 

bg gsg 
ged! 

9e9p 
9e' 



bc 
u 



= o of 6c = 



uv 



dd! 



ri U 
n 1 O 
k O 1 



= O of dd! — nn' + kk' . 



Verder heeft Schübert (66 Qött. Nachr. 1877) het karakteristie- 
kenprobleem in een Sdimensionale ruimte opgelost voor een 
straal met een daarop gelegen punt (« = 5), voor een vlakken 
stralenbundel (» = 5) en voor een straal, waarop een punt ligt en 
waardoor een plat vlak gaat (« = 6) (Kalkül § 89, 40, 41). 

Later heeft Schübert (68 Hamb. MUL 1884, waarop nog een 
groot aantal voornameiyk in de Hamb. Mitt. en Math, Annalen 
verschenen stukken gevolgd z^jn) z^jne beschouwingen tot meer- 
dimensionale ruimten uitgebreid. 



Uit de HALPHEN'sche onderzoekingen schynt echter te volgen, 
dat behalve voor de zoogenaamde hoofdelementen, punt, lyn, vlak 
(om ons tot de drie-dimensionale ruimte te beperken), en de paren 
van hoofdelementen, het alleen dan mogeiyk is het aantal gemeen- 
schappeiyke figuren van twee systemen als een som van producten 
voor te stellen, waarvan de eene factor alleen van het eene systeem 
en de andere factor alleen van het andere systeem afhangt, als 
in beide systemen of minstens in een van beide bepaalde Hal- 
PHEN'sche degeneraties ontbreken. Hierdoor worden er twee onder- 
zoekingsrichtingen in de karakteristiekentheorie mogeiyk: Iste 
Men beschouwt alle systemen en cUle voorwaarden, maar offert 
dan ook de analogiên met de stelling van Bézour op. 2de Men 
offert eenige systemen op, «waarvoor de formules niet gelden, en 
blijft dus de verschillende productenstelHngen behouden ; men moet 
dan echter nauwkeurig onderzoeken voor welke systemen de 
karakteristiekenformules hun geldigheid verliezen ^). 

Met het voorbehoud dus, dat men zeker soort HALPHEN'sche 
degeneraties uit de systemen uitgesloten denkt, kan het karak- 
teristiekenprobleem nog voor andere figuren worden opgelost. 
Voor een één- en een vier-voudig kegelsnedensysteem in een plat 
vlak is dit geschiedt door de stelling van Chasles (§ 5), voor een 
twee- en een drie-voudig systeem door Cremona (20 Gompies 
Rendm L 59), voor kegelsneden in de ruimte ») en kwadratische 
oppervlakken door Halphen (29 Buil. de la Soc. Math. U 2) en 
later door Sghubebt (41 Math. Annalen Bd. 10). By een kegelsnede 



1) Aldus ongeveer Sghubebt in z^jn bespreking der HALPHEN'sche onder- 
zoekingen in die Fortachritte der Mathematik Bd, 10 (1878). 

2) Chasles (35 Comptea Bendus t, 61) vermoedde reeds, dat big een 
kegelsnedensysteem in de ruimte iedere enkelvoudige voorwaarde in drie 
enkelvoudige voorwaarden is uit te drukken, b.v. de voorwaarde een gege- 
ven rechte te sneden, de voorwaarde een gegeven plat vlak aan te raken 
en de voorwaarde baar vlak door een gegeven punt te zenden* 
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in de ruimte (w = 9) zijn de enkel- (of acht») voudige, twee- (of 
zeven-) voudige, drie- (of zes-) voudige en vier- (of vjjf-) voudige 
karakteristiekengetallen resp. 3, 6, 9 en 10. By een kwadratisch 
oppervlak, waarvoor eveneens « = 9 is, zyn die getallen in dezelfde 
volgorde 3, 6, 10 en 13. 

Komen echter in de systemen wel HALPHEN'sche degeneratles 
voor, dan ondergaan de resultaten een wyziging. Door Burali-Forti 
zfln de HALPHEN'sche beschouwingen uitgebreid tot twee- en drie- 
voudige kegelsnedensystemen en tot kwadratische oppervlakken 
(52 en 58 BcUtaglini Giorn. L 24) en later tot kwadratische varië- 
teiten in een meer-dimensionale ruimte (54 Palermo Rend. t, 4). 

In het algemeen kan men zeggen, dat hoe gecompliceerder de 
figuren worden des te grooter het aantal karakteristieken (zoo 
die al bestaan) worden zal. Het is hierdoor reeds te begrepen, 
dat voor een vlakke kromme van willekeurigen graad het enkel- 
voudige karakteristiekengetal niet, zooals Chasles vermoedde, ^i(;e6 
zQn zal. Chasles meende n.1. dat z^jn voor kegelsneden gevonden 
stelling af4 + pv (§ 5) tot een willekeurig enkelvoudig stelsel van 
vlakke krommen kon worden uitgebreid en men dus van het 
stelsel niets anders dan de beide getallen /m (aantal krommen 
door een gegeven punt) en v (aantal krommen rakend aan een 
gegeven rechte) behoefde te kennen. 

Uit de onderzoekingen van Clebsch en Schübert volgt echter, 
dat de stelling «/x + 0v voor krommen van hoogeren dan den 
tweeden graad niet juist is. Al kan voor die krommen dus niet 
iedere enkelvoudige voorwaarde in f« en v worden uitgedrukt, toch 
is er een belangryke groep van voorwaarden, waarvoor dit wel 
mogeiyk is, n,l. aanrakingsvoorwaarden met algebraïsche krommen. 
Daarvoor geldt de volgende door Chasles (15 Comptes Rendus L 
58) uitgesproken stelling: 

De aanrakingsvoonoaarde met een kromme van den graad n en 
de klasse k wordt voorgesteld door kfi + nv. 

Op grond vw de^e stelling is Chasles op het oiyuiste vermoe- 
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den gekomen, dat de voorstelling van een enkelvoudige voor- 
waarde door xfA + pv altyd mogelyk zou z^n (voor meerdere 
byzonderheden zie § 15). 



§ 10. Theorema van Cremona. 
Moduli der aanrakingsvoorwaarden. 

Sluiten we, hetgeen we in het volgende steeds doen zullen, het 
optreden van HALPHEN'sche degeneraties uit de beschouwde syste- 
men uit, dan kan bij een kegelsnede in een vast vlak iedere 
enkelvoudige voorwaarde z in den vorm a/u+/3v geschreven worden, 
alwaar /m en v de bekende in § 5 aangegeven beteekenis hebben. 
Met Chasles noemen we a/w + Pv de modulus dier voorwaarde. 
Zyn nu aan de kegelsnede twee enkelvoudige voorwaarden 

opgelegd, dan wordt de modulus der twee-voudige voorwaarde 
Z1Z2 door symbolische vermenigvuldiging gevonden en is dus: 

z,z^ = a.a^ii* + («,/?, + a,/?0 fiv + /?j/?,v«. 

Hieruit ziet men, dat een uit twee enkelvoudige voorwaarden 
samengestelde twee-voudige voorwaarde in de drie zoogenaamde 
elementaire voorwaarden fi^, jjlv en v^ kan worden uitgedrukt, 
die onderling onafhankelijk zijn i). Door Cremona (20) is het eerst 
aangetoond, dat dit niet alleen voor een samengestelde voor- 



1) Bestond er n.1. een betrekking van den vorm flf/x' + d/xv + cv^ = O, 
dan zou men daaruit door achtereenvolgens symbolisch met /x', /x^v, fiv* 
en v' te vermenigvuldigen, eenige vergelqkingen tusschen a, ö en c kun- 
nen afleiden, die met elkaar in str^d blijken. 
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waarde, maar evenzeer voor een onsplitsbare twee-voudige voor- 
waarde geldt. Het theorema van Cremona luidt dus : 

Voor een kegelsnede in een vast vlak kan iedere ttoee-voudige voor- 
vxmrde homogeen en lineair in ieder drietal andere tweevoudige 
voorwaarden worden uitgedrukt. 

Voor dat drietal kiezen we steeds |t«2, /xv en v^, zoodat iedere 
twee-voudige voorwaarde z wordt voorgesteld door 



5^ = a(i« + /?fiv + yv« , 



(8) 



waarin «, 0, y van de vooorwaarde z afhangen, maar niet van 
het systeem van de 2de orde, waarop de vergeiyking wordt toe- 
gepast. 

De stelling van Cremona kan ook aldus worden uitgesproken : 

Bji een kegelmede in een vast vlak is het twee- en het drie-voudige 
karakteristiekengetal gelijk aan drie. 

Een bewvjs hiervoor is nog geleverd door Halphen (29 Buil, de 
la Soc, Math, t. 1 p. 238-235). 

Om de coëfficiënten «, /3, y te bepalen schrgven we de karak- 
teristiekenformule in den vorm van vergelyking (7)' (p. 57) en kiezen 
daarby voor de drie drie-voudige voorwaarden Ci, Cg en Cg de 
voorwaarden 9v^, >ï|t««, Ja«v. Men vindt dan, lettend op de vergelij- 
kingen (4) (p. 44) : 



z 


**' 


(IV 


»' 


dv'z 


dv^y} 


dliv* 


<fv' 


rat*z 


w' 


W*v 


ïj(i'»' 


6\ivz 


dH*v 


d(i'»» 


<f(lV* 



Z fx' flV 1?' 

óv'z 4 

ijfx'^ 4 

6yivz 6 4 



z=0. 



Ons interesseeren nu hoofdzakeiyk de beide onsplitsbare twee- 
voudige aanrakingsvoorwaarden, t. w. de voorwaarde van twee- 
voudige aanraking en die van tweemaal enkelvoudige aanraking 
met een gegeven kromme. 

Is z de voorwaarde van twee-voudige aanraking, dan is ^v22; = 0; 

5 
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immers de voorwaarde <?v% houdt nu in, dat de kegelsnede degene- 
reert in twee rechten, waarvan er één buigraakiyn is, en dat 
het snijpunt dier rechten tevens dat der beide bij de voorwaarde 
»2 behoorende rechten is. Evenzoo is ook nfA^z^O. Aan de voor- 
waarde öVvs voldoen: Iste. De lynenparen bestaande uiteenbuig- 
raaklijn en de verbindingslijn van het punt p der voorwaarde /« 
met het snypunt van de buigraakiyn met de lijn l der voor- 
waarde V ; ieder dier (j3) i) lijnenparen moet echter volgens de in 
§ 6 besproken door Zeüthen gegeven regels tweemaal geteld wor- 
den, daar alleen aan de voorwaarde v oneigenlijk voldaan wordt; 
2de. De n lijnenparen bestaande uit de verbindingslijn van p met 
een der n snijpunten q van l met de gegeven kromme (wier 
graad n is) en de raaklijn in q aan die kromme; ook dit zyn 
oneigenlyke oplossingen, waarvan ieder | maal telt, waarin ? een 
nog te bepalen getallencoëfl6cient is. Men vindt zoo dus ^(avz = 
2 (P) + gw, en dus voor de karakteristiekenformule : 



of: 





(i^ 


HV V* 




4 










4 




2(^) + 1« 6 


4 


4^ = (2(^) + §n)^p 


Reciprook hiermede is: 






iz = (2x 


+ |i)f*». 



= 0, 



Door gelijkstelling van deze beide uitdrukkingen voor z vindt 
men in verband met (^)—K = S{k—n), dat ? = 6 is; hieruit volgt 



') Voor het aantal buigpuuteu der gegeven kromme schreven we ter 
onderscheiding (p), een endergcheiding, die we als verwarring niet meer 
mogelijk is weer loslaten. 
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(als we met Cayley (0) + 3n = x + 3fc door één enkele letter («) i) 
voorstellen) : 

(2) = H«)f*i'i (9) 

waarin we z door (2), de voorwaarde van aanraking van de 2de 
orde, vervangen hebben. 

Op overeenkomstige hoewel minder eenvoudige wijze kan men 
de voorwaarde (1 , 1) van dubbele aanraking aan een gegeven 
kromme in de karakteristieken uitdrukken. Men vindt dan : 

(1 , 1) = i A {h-\) fi' + (nA- V,(a)) iiv + ^n (n-1) v\ (10) 

Evenalsi de twee-voudige zyn nu ook de drie-voudige voor- 
waarden in drie karakteristieken uit te drukken. Tusschen de 
vier elementaire voorwaarden /m^ fi^v, ^v^, v» zal dus één betrek- 
king bestaan, die weeronmiddellijkuit(7y (p. 57)isaf teleidendoor 
voor de twee-voudige voorwaarden c de voorwaarden fi^, fiv en v^ 
te kiezen. Men krijgt dan : 



= 0, 



f*' 


(l*V 


flV* 


V* 




fi' 


fi'i> 


(ii>' 


ï» 


**' 


(l*V 


ft'»' 


(*'»• 




1 


2 


4 


4 


H*v 


(l*V* 


(!'»' 


(iV* 




2 


4 


4 


2 


li*v' 


fi'r' 


liv* 


»' 




4 


4 


2 


1 



of: 



2ft' — Zn*v + 3fiï»' — 2»' = 0. 



(11) 



In drie dier elementairvoorwaarden kan nu iedere drie-voudige 
voorwaarde worden uitgedrukt. Om de symmetrie te behoudenis 
het echter voordeeliger alle vier de elementairvoorwaarden te 
gebruiken, bedenkend dat die door de vergelyking (11) aan elkaar 
verbonden zyn. 

Om van een drie-voudige voorwaarde z den modulus te kunnen 
vinden heeft men slechts de elementairgetallen dier voorwaarde 



1) Cayley gebruikt in 3 en elders de letter a,. Wij schrijven als ver- 
warring mogelijk is daarvoor («). 

5* 
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t« kennen, d.w.z. de aantallen kegelsneden, die behalve aan de 
voorwaarde z nog aan een der elementaire twee-voudige voor- 
waarden tl?, ut, V* voldoen. De elementairgetallen worden dus 
voorgesteld door s/^*, s/mv, zv«, waarvoor we kortheidshalve p, q, r 
schreven. Daar het aantal karakteristieken drie bedraagt, z^n de 
drie elementairgetallen van elkaar onafhankelijk. 
Volgens vergeiyking (7)' is nu weer 



12 4 
2 4 4 
4 4 2 



V' 

4 
2 
1 



= 



(12) 



Door naar willekeur een der laatste vier kolommen weg te laten 
krygt men z in drie elementairvoorwaarden uitgedrukt. 

De elementairgetallen kunnen verder bepaald worden door 
in Zfi^, Z(x)ty ^v* één der elementairvoorwaarden met behulp van 
de vergelijkingen (2) en (3) in de degeneratievoorwaarden ^ en yj 
uit te drukken, waardoor men vindt: 

p=zii^ = V, z^iö + V, z^ri , 
q=zv^ = 7, zvö + V, zv^j , 
r =ziiv = Vj zvö + 7, zvri = 7, ziiö + V, ^m . 

Zijn nu drie der vier elementair-degeneratiegetallen Zf^^j ziin^ zv^, 
zvn bekend, dan kan volgens bovenstaande vergelijkingen het 
vierde berekend worden, en daaruit weer de drie elementair- 
getallen. 

Is nu weer z een der onsplitsbare drie-voudige aanrakingsvoor- 
waarden (1,1, 1), (2 , 1) en (3), dan zijn de elementair-degeneratie- 
getallen onmiddellijk uit de in § 6 besproken onderzoekingen van 
Zeüthkn af te leiden. Immers de voorwaarde /u vordert de aan- 
raking aan een kromme van den graad nul en de klasse één, 
zoodat b.v. de voorwaarde (1 , 1 , 1) ^m een byzonder geval is van 
de voorwaarde (1,1,1) (1). Daar nu Zeuthen voor all^ dergeliyke 



^ ftö - 



vier-voudige aatifakingsvoorwaarden de beide degeneratiegetalten 
(T en » bepaald heeft, zyn hiermede ook de elementair-degeneratie- 
getallen der drie-voudige aanrakingsvoorwaarden gevonden en 
dus ook hun moduli. 

Een vier-voudige voorwaarde z is in twee karakteristieken uit 
te drukken, zooals blykens de stelling van Schubert een onmid- 
deliyk gevolg van de stelling van Chasles is. De beide elementair- 
getallen Zfji en zv zfln ook nu van elkaar onafhankelyk. In de 
plaats daarvan kan men echter met voordeel de beide degeneratie- 
getallen sJ en zn invoeren. Uit vergelijking (7)' volgt dan : 

z (i* ii*v fx'i?' fiV* v^ 

zö fxV [i^vö fx'r'd [iv^ö v*ö = O 

Zri 11*7] lA^VT] fi'p'ij l^^*V ^*V 

of volgens de vergeiykingen (4) (p. 44) : 

z ft* ii^v fi'i?' fir' 
zd S 6 4: O 

zri O O 4: 6 

Door weglating van drie kolommen krijgt men z in twee elemen- 
tairvoorwaarden uitgedrukt, dus de karakteristiekenformule. Kiest 
men /^* en v* als karakteristieken dan luidt die formule: 

z=y,{zd).ii* + y,{zri).v^ .... (13) 

Door de eerste en nog twee andere kolommen weg te laten 
vindt men de drie betrekkingen, die er tusschen de 5 elementair- 
voorwaarden bestaan. Deze zyn : 

liv' = 2v' , [ (14) 

4(^1* +l?*)=z:3^V . 1 

Voor het geval, dat z een der 5 onsplitsbare vier-voudige aan- 
rakingsvoorwaarden (1,1,1,1), (2,1,1), (2 , 2), (3 , 1) en (4) is. 



O 
3 



O 
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zijn de degeneratiegetallen z^ en zn op de in § 6 besproken wyze 
door Zeuthen bepaald. Volgens vergelijking (13) zijn dan ook de 
moduli dier voorwaarden gevonden. 

Uit het voorgaande volgt, dat van alle 1-, 2-, 3- en 4-voudige 
aanrakingsvoorwaarden de moduli gevonden zyn zoodra de aan- 
tallen lijnenparen en puntenparen bekend zijn, die aan die voor- 
waarden voldoen en eventueel aan zooveel elementairvoorwaarden 
als voor hunne bepaling noodig is. Al die moduli z^n dus in ver- 
band met de theorema's van Chasles en Cremona uit de uitkom- 
sten van Zeuthen af te leiden. 



§ 11. Samengestelde voorwaarden. 

In de vorige paragraaf hebben we besproken hoe de moduli 
van aanrakingsvoorwaarden gevonden kunnen worden. De modulus 
van een uit aanrakingsvoorwaarden samengestelde voorwaarde 
en het aantal kegelsneden, die aan een vijf-voudige uit aanrakings- 
voorwaarden samengestelde voorwaarde voldoen, wordt dan door 
symbolische vermenigvuldiging gevonden, waarby in het laatste 
geval fji\ fz*vy /u^v^ fjfiv\ /uv^ yö door hun waarden 1, 2, 4, 4, 2, 1 
vervangen worden. We stellen nu een één-, twee-, drie- en vier- 
voudige voorwaarde resp. door x, x\ re" en x"' voor en hun moduli 
(die we volgens § 10 als bekend onderstellen) door: 

/P = «(Lt + /9i? , 

x' = «V» + p'iiv + y'p' , 

x" = aY + /? V'v + y"fxi?» + (f'v' , 

waarbij we bij een drie-voudige voorwaarde op de betrekking (11) 
tusschen de elementairvoorwaarden te letten hebben. Verschil- 
lende voorwaarden van dezelfde dimensie zullen we door indices 
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van elkaar onderscheiden. Door symbolische vermenigvuldiging 
vindt men dan, als men met behulp van (14) de voorwaarden fih, 
M^v« en fiv^ in m* en v* uitdrukt : 

^' = ^,^, = a,a,ii' + (a,p, + ^A) ^^ + ^A^' , • • • (15) 

+ ^«Aft . ^i>» + ftftftr' (16) 

«"=«»'=any + (a^' + c'/})f*'»4.(ay'+|J/J')f«>»+/JyV, . (17) 

;r"'=a,,«.a,'=[a,a,(a'+2^+V,y')H-(«x^,4-«A)(2«' + V.^')+ 

+ V.«.«,r']»'^ (19) 
.r"'=.r',^',=[«\(«',+2^.+V,r',)+^\(2«',+v,,s',)+v.r',«',]fi^+ 

+[y^(y',+2/J',+^/,«',)+^,(2y',+v,^',)+^/,«^y',]r^(20) 

;.'" = xw" = [« («" + 2^' + V, y") + ^ (2«" + V, ?') ] fi* + 

+ [|J (d" + 2y" + V. ^") + « (2<>" + V, y") ] ^' . (21) 

+ |?,ftft?,/J,+22«,^,^.^,^.+4:S«j«,^,ftft , (22) 

«""=a?ii»,^,a;'=«,«,«,(fl'+2^+4y')+(2a'+4iS'+4y')^«^«,^,+ 

+^,^,^,(4«'+2^'+y')+(4«'+4^'+2y'):S«,ftft , (23) 

a;""=«^>',=(ö+2^)«>',+(2«+4;3)(«\(J',+«',^,)+ 

+ (4«+4^)(«',y',+«',y\+^,^,)+ 
+ (2«+^)y',y',+(4«+2^)(^,y',+|ï',y\) , . . (24) 

«""=a;i.i!,.t!"=«,«,(a"+2/J"+4y"+4d")4- 

+ («,ft^-«A)(2«"^-4^•+4y"^-2d")^- 
+|5lft(4«"+4i9"+2y"+d") (25) 
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^"" =^'^" — dei' + 2 («'^" + /?«") + 4(«'y" + ^iJ" + y«") + 

+ y'd'' + 2(yy+/ï'd'')+4(r'^'4./ïy' + «'cr'), . (26) 

.^"" = ;ï?^'" = ««'" + 2«i9'" + 2K' + i^/»'" (27) 

Hierin is Saiog/Sg een afkorting voor «lagfe + «i^sPa + «g^sPi» ©i^z. 

Op deze w^ze kunnen dus alle aantallen kegelsneden gevonden 
worden, die aan een v^f-voudige samengestelde aanrakingsvoor- 
waarde voldoen, t. w. : 

(1)(1)(1)(1)(1) , (2)(l)(l)a) , (2)(2)(1) , (3)(1)(1), (3) (2) , (4)(1), 
(1 , 1) (1) (1) (1) , (2) (1 , 1) (1) , (2) (2,1), (3) (1 , 1), 
(1,1)(1,1)(1) , (2)(1,1,1) , (2,2)(1) , (3,1)(1) , 
(1,1,1)(1)(1) , (2,1)(1)(1) , 
(1,1,1)(1,1) , (2,1) (1,1) , 
(1,1,1,1)(1) , (2,1,1)(1) . 

Als voorbeeld kiezen we het door Chasles bepaalde aantal 
kegelsneden, die vijf gegeven krommen aanraken. Dan is: 

enz. , 

zoodat volgens vergelijking (22) het gezochte aantal bedraagt : 

(l)(l)(l)(l)(l)=)fc,)fc,)fc,)fc,A, +22k,k^k^k,n,^4:2kjcjc^n,n, + 

'\'n^n^n^n^n^'\'22k^n^n{n^n^-^4t2kjc^n^n^n^ . (28) 

Hierin stellen Wi, . . . , % de graden, fej, . . . , feg de klassen der 
gegeven krommen voor. 

Als tweede voorbeeld bepalen we het aantal kegelsneden, die 
twee gegeven krommen. Cm en Gn^ tweevoudig aanraken en een 
andere gegeven kromme Cn enkelvoudig. 

Volgens vergelijking (9) is de voorwaarde Xi' van twee-voudige 
aanraking aan 0^: 

waarin («i) = 3wi + (^i) = 3/ci + «i is. Nu is dus in vergelijking (24) : 
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en evenzoo: 

«'. = r'. = o ,^, = è(«,), 

terwijl 

a=z k , ^ = « 

is. Volgens (24) is dus het gezochte aantal : 

(2)(2)(1) = K)K)(* + ^) .... (29) 

Als laatste voorbeeld diene nog het aantal kegelsneden, die 
een gegeven kromme Cm drie-voudig en een andere gegeven 
kromme Cn^ twee-voudig aanraken. Daartoe maken we gebruik 
van de door Zeuthen bepaalde karakteristieken /» en v van het 
systeem der kegelsneden, die een kromme Cm drie-voudig en een 
kromme Cn enkelvoudig aanraken. Hö geeft daarvoor op (23 
Nouv. Annalea (2) t. 5, p. 489): 

Il = 2{3(a,) — 4wj — 4Aj)w + {S{a^) — 4n, — 3A,)A , 
V = (3(aJ — 4w, — ik,)n + 2(3(a,) — in, — 4:k,)k . ') 

Door voor de kromme Cn eerst een punt (w =■ O , /c = 1) te nemen 
en daarna een rechte lyn (w = 1 , A; = 0) vindt men hieruit voor 
de karakteristieken van het systeem van de tweede orde der 
kegelsneden, die Cn drie-voudig aanraken : 

(3) ^« = 3(a,) — 4^1 — 3*, , j 

(3) iiv = 2(3(a,) — 4w, — 4*,) , j . . . (30) 

(3) 1?» = 3(a,) — Sn, — ik, . ) 

Daar nu de modulus der twee-voudige voorwaarde de kromme 
Gij twee-voudig aan te raken volgens vergelyking (9) : 



') De notatie van Zeuthen is een andere. Zeuthen gebruikt ook niet 
de door Cayley ingevoerde grootheid (a). 
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(2) = *" = n«,)fir 

is, vindt men voor het gevraagde aantal: 

(3)(2) = (3(«,)-4n,-4*.)(«.) . . . (31) 

Ten slotte zy nog opgemerkt, dat de HALPHEN'sche beschou- 
wingen aan de juistheid van al deze resultaten niets af doen. 



DERDE HOOFDSTUK. 

Methoden, die aan de karakteristieken- 
theorie AANSLUITEN. 



§ 12. Methode van Cayley ter bepaling van het aantal kegel- 

sneden, die aan een onsplitsbare v^f-vcyudige 

aanrakingsvoorwaarde voldoen. 

De in de vorige paragrafen besproken methoden van Chasles 
en Zeüthen z\jn niet toereikend om het aantal kegelsneden te 
vinden, die aan een onsplitsbare vyf-voudige aanrakingsvoor- 
waarde voldoen. Ter bepaling biyven dus nog de volgende zeven 
aantallen over: 

(1,1,1,1,1) , (2,1,1,1) , (2,2,1) , (3,1,1) , (3, 2), (4,1), (5). 

Deze aantallen zyn het eerst berekend door Cayley (79 Comptes 
Rendm t. 63, 3 Phil. Trans. FoZ. 158, art. 53-61) i) met behulp van 
de methode der functionaalvergeltjkingen. Deze f unctionaal vergel tj- 
kingen worden verkregen door de kromme, waarop de aanrakings- 
voorwaarde betrekking heeft, in twee krommen Om en Cn^ te 
laten degenereeren. Ondersteld wordt hierby, dat de gegeven 
kromme geen andere dan PLüCKER'sche singulariteiten heeft, in 



1) In de Comptes Rendu» zijn in de uitdrukking voor (1,1,1,1,1) 
eenige coëfficiënten verkeerd opgegeven, een fout die in de Phil. Trans. 
hersteld is. 
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welk geval de grootheden tijk en « (= 3w + p = S/c + «) i) volstaan 
om alle in de PLücKER'sche vergelijkingen optredende grootheden 
te vinden. De gezochte aantallen zyn dus als functies van n , k 
en » op te vatten. 

Beschouwen we eerst het aantal (5)n, waarbij de index n aan- 
geeft, dat de aanrakingsvoorwaarde op een kromme C» betrekking 
heeft. Laat men nu Cn degenereeren in twee krommen Cn\ en Gij, 
dan is 

w z= Wi + n, , 

k •=! k^ T" ^« ♦ 

« 1= Oj -|- «» • 

De kegelsneden, die Cm 5-voudig aanraken, zijn nu de kegel- 
sneden, die Cn\y en de kegelsneden, die Cn^ 5-voudig aanraken, 
zoodat men heeft: 

(5)„, + ^ = (5)„. +(5)^ 

Men heeft dus de volgende functionaalvergeiyking optelossen: 

De oplossing daarvan luidt: 

(5) = ip (w, ^, a) -=: an -\- hk -{- c«, 

waarin a, ö en c constanten zijn. Daar het aanrakingsprobleem 
met zich zelf reciprook is, moet het gezochte aantal by verwis- 
seling van n en k (waarby x onveranderd blijft) niet veranderen, 
waaruit volgt dat a = h is, dus : 

(5) = a (w -|- *) -f- ca , (a) 

waarin a en c nog nader te bepalen getallen zyn. 
Evenzoo vindt men voor (4,1) de volgende functionaalvergelyking : 



1) Daar er geen verwarring meer mogelgk is, schrijven we weer « en 
^ in plaats van («) en (^). 
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(4,1)», +„, ~ (4,1)„, ~ (4,1K = (4K (1)", + (4k (Ik, 

waarin (4)ni(l)n2 het aantal kegelsneden voorstelt, die aan Cni 
een aanraking van de 4<)eorde en aan Cn^ een aanraking van de 
late orde vertoonen, met een analoge beteekenis voor (4)n3 (l)iii. 
D,^ nu volgens de vorige paragraaf alle aantallen kegelsneden, 
die aan een splitsbare vyf-voudige voorwaarde voldoen, als bekend 
kunnen worden beschouwd, is het tweede lid der functionaal- 
vergelijking een bekende functie van n^, /ci, «i, %, k^, «o- Heeft 
men nu een particuliere oplossing verkregen, die symmetrisch is 
ten opzichte van n en kj dan luidt de algemeene oplossing der 
functionaalvergeiyking : 

(4,1) izz particuliere opL -f- a (n -|- A) -|- c«, 

daar ook (4,1) bij verwisseling n en k niet veranderen mag. 

Op dezelfde wyze kan men ter bepaling der vyf andere 
aantallen functionaalvergelykingen opstellen. Als oplossing 
vindt men dan steeds een geheel bekende particuliere oplossing 
+ a{n + k) + ca. In al die gevallen komt het dus nog slechts op 
de bepaling der twee constanten a en c aan. 

Zoo kunnen dus a en c gevonden worden, zoodra in twee bijzon- 
dere gevallen het gezochte aantal bekend is, daar men dan twee 
vergelijkingen kr\jgt om a en c op te lossen. Nu is, behalve in het 
geval (5), het gezameniyk aantal in de raakpunten vallende snij- 
punten van de kegelsnede met de gegeven kromme grooter dan 
zes (voor (4 , 1) en (3 , 2) is dit aantal 7, voor (3 , 1 , 1) en (2 , 2 , 1) is dit 
8, voor (2 , 1 , 1 , 1) is het 9 en voor (1 , 1 , 1 , 1 , 1) is dit aantal 10). Is 
de gegeven kromme dus een kubische kromme, dan zyn er geen 
kegelsneden mogelijk, die aan de vraag voldoen en is het gezochte 
aantal dus bekend, n.1. nul. Dit sluit echter de volgende drie 
gevallen in: 

De Cs heeft geen punt-singulariteiten ; n = 3, /c = 6, « = 18. 

De Cs heeft een dubbelpunt ; w = 3, /c = 4, « = 12. 

De Cg heeft een keerpunt ; w = 3, k = S, « = 10, 
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In drie gevallen is dus het aantal oplossingen bekend, zoodat 
men a en c kan oplossen en bovendien nog een controle heeft. 

Het aantal (5) is daarentegen niet nul voor w = 3. Voor dat 
geval is echter het gezochte aantal gemakkeiyk aan te geven. 
Volgens een stelling van Hesse (76 CrélWs Journal Bd. 36, p. 173, 
stelling n^ 19) ztjn n.1. de raakpunten der raakiynen, die vanuit de 
buigpunten eener kubïsche kromme aan die kromme getrokken 
kunnen worden, de punten waarin een kegelsnede een aanraking 
van de 5de orde vertoonen kan^); deze punten zyn door Cayley*) 
sextactische punten genoemd. Volgens de stelling van Hesse is 
dus het aantal sextactische punten eener kubische kromme met 
buigpunten (A;— 3) 0, daar uit een buigpunt aan de kromme 
drie raaklijnen minder getrokken kunnen worden dan vanuiteen 
willekeurig punt. In de drie bovenbeschouwde gevallen (/c = 6 , 4 , 3) 
is dus het aantal sextactische punten resp. 27 , 3 , 0. Men heeft 
dus blijkens de vergelijking (a) de volgende vergelijkingen om a 
en c te bepalen: 

9a + 18c = 27 , 
7a + 12c = 3 , 
6a + 10c = O , 
waaruit volgt: 

a = — 15 , c = 9 . 

Men vindt dus: 

{b)z=z — n{n + k) + 9a, . . . . (32) 
of daar » = Sk + K is : 



1) Zie ook 32 Salmon— Fiedleb. Hok. Kurven, p. 173ofdlGLEB8CU— 
LiNDEMAMN. Bd. 1, p. 535. 

-) 78 Phil, Trans, Vol. 155, alwaar Cayley het aantal sextactische 
punten voor een punt-algemeene kromme van den »den graad bepaalt door 
de vergelgking eener kromme op te stellen, die uit de oorspronkelijke 
kromme de sextactische punten uitsnijdt. 
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(5) = — 15n + 12* + 9x , . . . . (32)' 

of volgens k = n(n—l)-2^ — SK: 

(5) = 3n (4n — 9) — 24(f — 27x. . . . (32)" 

Op deze wijze bepaalt Cayley alle aantallen kegelsneden, die 
aan een vijf-voudige onsplitsbare aanrakingsvoorwaarde voldoen. 
Als voorbeeld kiezen we nog de bepaling van (8 , 2). De functionaal- 
vergeiyking luidt : 

(3 , 2)„,+„, - (3 , 2)„, ^ (3 , 2K = (3),, (2)„, + (3)„, (2)„, . 

Hierin is volgens vergelijking (81) : 

(3).. (2)„. = {Sa, - 4n, - U,) «, , 
(3)n,(2)., =(3«,-47i, -^4A,)«,, 

zoodat de functionaalvergeiyking wordt: 

(3 , 2)n,+n, - (3 , 2)„, - (3 , 2)„, = - 4 (n,«, + n,a,) - 

4 (*,«, + k^a,) + 6«,a, . 

De oplossing hiervan is: 

(3 , 2) = — 4 (n + yfc) a + 3a' + a (/i + yfc) + ca. 

Past men dit toe op de drie soorten van kubische krommen, 
dan vindt men (daar in al die gevallen (3 , 2) = O is) : 

O = 324 + 9a + 18c , 
O = 96 + 7a + 12o , 
O = 60 + 6a + 10c , 

dus a = 120, c = — 78. Men vindt zoo : 

(3,2)=120(n + >fc)-(78 + 4n4-4A)a + 3a'. . (33) 

Cayley (8 Phil. Tram. Vol 158, art. 62—73) bepaalt verder 
nog de aantallen kegelsneden, die aan een vyf-voudige aanra- 
kingsvoorwaarde voldoen, die het gaan door een gegeven punt 
eener gegeven kromme behelst (of algemeener aan een gege- 
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ven kromme in een gegeven punt een aanraking van voorge- 
schreven orde te vertoonen) en bovendien vordert die kromme 
in een of meer niet-gegeven punten te moeten aanraken. Caylky 
schryft voor de voorwaarde door een gegeven punt van de 
gegeven kromme te gaan (I), voor de voorwaarde de gegeven 
kromme in een gegeven punt aan te raken (2), enz. Zoo stelt dus 
bv. (3, 1 , 1) het aantal kegelsneden voor, die een gegeven kromme 
in een gegeven punt drie-puntig en nog in twee andere niet gege- 
ven punten enkelvoudig aanraken. Deze vragen kunnen beant- 
woord worden met behulp van de methode van Zeüthen, die 
bestaat in het opzoeken van het aantal l^nenparen en punten- 
paren in door dergelyke voorwaarden bepaalde systemen van de 
eerste orde, of met de methode der f unctionaalvergely kingen. 

In het bijzonder beschouwt Cayley nog nader het geval, dat het 
gegeven punt van de gegeven kromme een keerpunt is. Voor de 
voorwaarde door dat keerpunt te gaan schryft Cayley (1 k 1) en 
voor de voorwaarde de kromme in het keerpunt aan te raken 
(2 X 1). Het cyfer voor k geeft dan de dimensie der voorwaarde 
aan, terwyl de ï achter k aangeeft, dat er nog een sny punt meer 
in het gegeven punt valt dan wanneer dit geen keerpunt is. 

Als voorbeeld bepalen we het aantal (2x1 , 3), d. i. het aantal 
kegelsneden, die een gegeven kromme in een keerpunt en boven- 
dien elders nog eens drie-voudig aanraken. Daartoe laten we de 
gegeven kromme On degenereeren in een kromme Cm, die het 
keerpunt in quaestie bevat, en een kromme Cn^. Het aantal 
(2x1 , 3)ni+na bostaat dan uit het aantal (2x1 , 3)ni en uit het aantal 
kegelsneden, die in een gegeven punt (het keerpunt in quaestie, dat 
niet opCwg ligt) een gegeven raaklön hebben en bovendien de kromme 
Cm drie-voudig aanraken; dit laatste aantal bedraagt (3)na ft^ dus 
volgens de eerste vergelijking (30) : 3^2 — - 4wj — Sk^t, welk aantal 
echter wegens het samenvallen der beide by de voorwaarde ft^ behoo- 
rende punten met /c^ verminderd moet worden. Immers de raakiynen 
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van uit het keerpunt in quaestie aan Cn^ getrokken voldoen als dubbel 
rechten oneigenlyk aan de vraag, ieder met een multipliciteit x. 
Men vindt zoo (S)n^fi^=:Siifi - 4:12^^ - (S + x)k^. Daar dit aantal 
als de beide punten der voorwaarde fi^ samenvallen echter ten 
duidelykste met zich zelf reciprook is, moet a; = 1 zijn. De func- 
tionaalvergelijking wordt dus : 



(2x1 , S)n,+n, — (2x1 , 3)„, = _ 4n, — 4A, + 3«, . 

In dit geval is, evenals in de andere gevallen van de beschouwde 
soort, de functionaalvergelyking van den vorm : 

waarin F een bekende functie is. De oplossing dier functionaal- 
vergeiyking is steeds van den vorm : 

particuliere oplossing + constante^ 

zoodat ter nadere bepaling slechts één constante overblijft, die 
gevonden is zoodra in één byzonder geval de uitkomst bekend is. 
In het gekozen voorbeeld is de oplossing derhalve: 

(2^1, 3) = — 4n — 4A + 3a + c. 

Daar de beide krommen in het keerpunt en in het punt van 
aanraking van de B^^ orde te zamen 7 snijpunten hebben, moet 
het gezochte aantal voor een kubische kromme met keerpunt 
(w = /(; = 3, a = 10) nul zyn, waaruit volgt, date =—6 is. Men 
vindt dus in overeenstemming met Cayley (8 art. 73) : 

(2^, 3) = — 4»i — 4A + 3ö-6. . . (34) 
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§ 13. Schübert's methode ter bepaling van aantallen 
krommen van hoogeren dan den tweeden graad. 

Voor krommen van hoogeren dan den 2den graad is het niet 
gelukt het karakteristiekenprobleem op te lossen, ook niet als 
men een zeker soort degeneraties uit de beschouwde systemen 
uitgesloten denkt. Echter ook zonder dat voor een figuur r het 
karakteristiekenprobleem is opgelost kunnen op die figuur betrek- 
king hebbende aantallen gevonden worden. Onderstel n.1. dat het 
gelukt is eenige voorwaarden in een zeker aantal (b.v. i) eenvoudige 
voorwaarden ai , a^ , . . . , a» uit te drukken, dan kunnen dezelfde 
methoden worden toegepast als voor figuren, waarvoor het karak- 
teristiekenprobleem wel is opgelost. Alleen blyft dan geheel in 
het midden gelaten of er tusschen de voorwaarden «i , 02 , . . . , a^ 
nog een betrekking bestaat en of die voorwaarden ook voldoende 
zijn om alle voorwaarden (desnoods met zekere nauwkeurig om- 
schreven beperking) in uit te drukken. De onderzoekingen beperken 
zich dan natuurtijk geheel tot die voorwaarden, waarvoor de 
uitdrukbaarheid in «i , ag , , a» is aangetoond. 

Als voorbeeld kiezen we de aan een kromme in een vast vlak 
opgelegde voorwaarde een gegeven kromme van den graad n en 
de klasse k aan te raken. Deze voorwaarde wordt voorgesteld door 
kfx + nv, zonder dat een dergelyke voorstelling voor andere voor- 
waarden mogelyk is. Is nu b.v. aan een kromme van den graad 
m de voorwaarde opgelegd aan « = Jm(m + 3) gegeven krommen 
te moeten raken, dan wordt dit aantal voorgesteld door 

waarbij na de vermenigvuldiging de « + 1 aantallen /^^ v""^, 
d. w. z. de elementairgetallen, door hun waarden moeten worden 
vervangen. De vraag is dan tot een eenvoudigere teruggebracht, 
n.1. het zoeken der elementairgetallen. 

Het zal nu voordeelig zijn om voor de voorwaarden %, . . ., aj 
zooveel mogeiyk degeneratievoorwaarden te kiezen, d. z. invariante 
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voorwaarden, die niet een betrekking ten opzichte van andere 
figuren inhouden, maar waarbij we eenvoudig aan de definitie 
der figuur een nieuwe definieerende voorwaarde toevoegen, 
waardoor het aantal parameters der figuur beperkt wordt. Het 
onderzoek moet nu zoo geleid worden, dat, alvorens men de 
bepaling van aantallen eener figuur r ter hand neemt, de over- 
eenkomstige vragen voor alle figuren, die door degeneratie van 
r ontstaan en dus noodzakeiyk eenvoudiger dan r zijn, reeds 
zfln opgelost, zoodat men met de eenvoudigste figuren begin- 
nend telkens tot ingewikkelder figuren voortschrydt. In dat geval 
kunnen dus steeds alle aantallen figuren, die behalve aan de 
beschouwde voorwaarden nog aan een degeneratievoorwaarde 
voldoen, als bekend ondersteld worden. Een reeds by de kegel- 
snedensystemen besproken moeilijkheid, die zich hierbij echter voor- 
doet, bestaat daarin, dat de figuren, die in het door de degeneratie- 
voorwaarde d beperkte systeem nog aan een voorwaarde x voldoen, 
meerdere malen geteld moeten worden in het aantal der figuren 
van het oorspronkelijke systeem, die aan de voorwaarde dx voldoen 
Deze getallenfactoren kunnen volgens de ZEUTHEN'sche methode 
der onbepaalde coëfi&cienten bepaald worden, waaruit dan weer 
algemeene regels omtrent de multipliciteit der degeneraties kunnen 
worden afgeleid, waarvan Schubert in zyn Kalkül (p. 102) er voor 
krommen in de ruimte en oppervlakken een achttal opsomt. 

Het bepalen van aantallen zal dus steeds neerkomen op het 
terugbrengen tot degeneratie-aantallen ; aan de manier waarop 
dit in verschillende gevallen gebeuren kan wydt Schubert byna 
de helft van zyn Kalkül (Vierter Abschnitt. Die Berechnung von 
Anzahlen durch Ausartungen, p. 89—227). 

Op deze wyze slaagt Schubert er in zeer vele aantallen te 
bepalen, die betrekking hebben op vlakke kubische krommen 
met keerpunt (§ 23) i), vlakke kubische krommen met dubbelpunt 



1) 92 en 93 GöU, Nac/ir. 1874 en 1875, 94 Matk. Ann. Bd, I3,p.45l— 509. 

6* 
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(§ 24) 1), kubische ruimtekrommen (§ 25) ^) en krommen van den 
4deii graad in een vast vlak (§ 26). 

Bö deze onderzoekingen komt het er dus in de eerste plaats 
op aan alle mogelyke degeneraties der beschouwde figuur op te 
zoeken. Dit kan echter niet met behulp van de meetkunde van 
het aantal gebeuren, maar daartoe moeten andere beschouwingen 
dienen, b.v. analytisch-meetkundige. Een zeer vruchtbare methode 
tot het opsporen van degeneraties is de veelvuldig door Schübert 
toegepaste methode der homographische afbeelding, waarop Zeüthen 
hem opmerkzaam gemaakt heeft »). Nemen we n.1. in het vlak 
eener kromme een punt S als centrum, een lyn r als as en een 
getal A als duhbélverfiouding der homographie aan, dan vindt men 
van een punt A het homographische beeld A' door op de rechte 
*S^, die r in 2^ snijdt, een punt A' zoo te construeeren, dat 
(S, R, A, A') = A is. Door nu A = O te nemen, het centrum S alle 
mogelijke bijzondere standen ten opzichte van de af te beelden 
figuur te geven en bovendien de zoo verkregen degeneraties dualis- 
tisch om te vormen worden alle mogelyke degeneraties verkregen 
(een zeker soort HALPHEN'sche degeneraties echter uitgezonderd). 
Op deze wQze vindt Schübert by een kwadratisch oppervlak drie 
degeneratievormen (Kalkül § 16 en 22), by een vlakke kubische 
kromme van de derde en van de vierde klasse ieder dertien dege- 
neraties (1. c. § 23 en 24), waarvan er reeds eenige door Maillard ^) 



1) 94 Math. Ann, £d. 13, p. 509—539. 

^ In het in 1875 bekroond antwoord der in 1873 door de Kon. Deenscbe 
Akad. van Wetenschappen uitgeschreven door Zbuthbn gestelde pr^svraag: 

Uitbreiding der karakteristiekentheorie tot de systemen van die geome- 
trische figuur, die uit de punten en osculatieYlakken eener kubische 
ruimtekromme bestaat, en bepaling der karakteristieken der elementair- 
systemen. (Zie 66 Math. Ann. Bd, 10, p. 4.) 

3) Zie Schübebt's Kalkül der abz. Geom. (67), p. 338, Lit. 24. 

*) 86 Dissertatie, waarvan eenige resultaten z^'n afgedrukt in 86 BuU, 
des icienceê Math. (1) t, 3, 
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en Zeüthen i) gevonden waren, en by een kubische ruimtekromme 
df degeneratievormen (95 Math. Ann. Bd. 15, 67 Kalkül § 25). 

Als voorbeeld bespreken we iets uitvoeriger de bepaling van 
aantallen, die betrekking hebben op een Q met keerpunt Een- 
voudigheidshalve nemen we het vlak der kromme niet zooals 
ScHüBBBT doet als beweeglijk maar als vast aan. De kromme bevat 
dan « = 7 parameters. De elementairvoorwaarden zy n als steeds : 
/5<= de voorwaarde door een gegeven punt te gaan, 
V = de voorwaarde een gegeven rechte aan te raken. 

De andere voorwaarden, die Schübert beschouwt, hebben betrek- 
king op byzondere uit de kromme af te leiden punten en Itjnen. 
Deze ztjn: 

c = het keerpunt, 

V = het buigpunt, 

y = het snü'punt van buig- en keerraaklyn, 

w = de buigraakiyn, 

g = de keerraakiyn, 

2 = de verbindingslijn van keer- en buigpunt. 

Dezelfde letters gebruiken we hij c, v en y voor de voorwaarde 
op een gegeven rechte te liggen en by w, q en z voor de voor- 
waarde door een gegeven punt te gaan. Hierby beteekent dus b.v. c^ 
de voorwaarde, dat het keerpunt gegeven is, terwijl de voorwaarde 
c^ natuurlyk geen zin heeft, evenmin als v^ . . . , s^ 

De vraag is nu : 

Alle aantallen kubische krommen met keerpunt te bepalen, die aan 
een l-voudige uit /u, v, c, v, y, Wj q, z samengestelde voorwaarde 
voldoen. 

Onder de mogelyke degeneraties is er één (die Schübert de 
degeneratie c noemt), die een byzondere plaats inneemt, doordat 
ze de eenige degeneratie is, die voorkomen kan in een systeem, 
dat door een zes voudige uit fi en v samengestelde voorwaarde 



^) 87 Comptes Eendus t. 74; zie ook 90. 
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gedefinieerd is. Deze degeneratie bestaat uit een kegelsnede 
en een er aan rakende rechte, waarbij het raakpunt een klasse- 
punt is. Alle overige degeneraties bestaan uitsluitend uit enkel- 
of meer-voudige graad-rechten en klasse-punten. 

Door toepassing van zyn coincidentieformules (Kalkül % 13, 15 
en 17) leidt Schubert tusschen de voorwaarden /«, v, c, . . . , s een 
25-tal vergelijkingen i) af, waarin de degeneratievoorwaarde er en 
nog onbekende homogene lineaire functies der 12 overige degene- 
ratievoorwaarden voorkomen. Deze vergelijkingen biyken echter 
van elkaar afhankelijk te zijn en gelyk te staan met 7 vergelij- 
kingen, waaruit o-, c, w, v, q, y en z kunnen worden opgelost uit- 
gedrukt in fjL en V en nog onbekende lineaire functies der overige 
degeneratievoorwaarden. Deze vergelijkingen zijn: 

de (T -formule 2a = fx + v — «^ , 

de c -formule 3c = 4fi — v — «c » 

de t<?-formule dw=: év — fi — «t^ , 

de V -formule 6ü = 7i? — ii — «„ , 

de g -formule 6q zizl^i — v — aq ^ 

de y -formule dy = 2v + fi — «^ , 

de z -formule 3^: = 2fi -f- 1? — «^ , 



1) Dit zgn de vergelijkingen (l), . . . , (25) (Kalkül p. 110). Daar Schubert 
echter het vlak der kromme beweeglijk denkt in een drie-dimensionale 
ruimte, onderscheidt hij drie elementairvoorwaarden, n.1.: 
/K = de voorwaarde, dat het vlak der kromme door een gegeven punt gaat, 
V =de voorwaarde, dat de kromme een gegeven rechte snijdt, 
p =de voorwaarde, dat de kromme een gegeven plat vlak aanraakt. 

Wil men de formules van Schdbert toepassen op het geval, dat het 
vlak der kromme vast ligt, dan moet men al zijn formules met /u^ verme- 
nigvuldigen, waarbg men alle termen, die f4.* bevatten, weg te laten, /^^ 
door ons symbool /u en fj^^p door ons symbool v te vervangen heeft. Daar, 
waar ^^ met andere voorwaarden vermenigvuldigd voorkomt, kanhetsym- 
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waarin «» enz. de nog te bepalen functies der overige dege- 
neratievoorwaarden zijn. Om die functies te bepalen schryft 
men in de oorspronkelijke 25 vergelijkingen de lineaire functies 
met 25X12 nog onbekende coëfficiënten neer. Van een groot 
aantal dier coëfl&cienten blykt uit de beschrijving derdegeneraties 
dat ze nul zyn, terwijl andere langs algebraïschen weg gevonden 
worden. De overige worden dan bepaald uit de omstandigheid, 
dat die 25 vergelijkingen slechts met 7 vergelijkingen aequivalent 
ztjn. Op deze wijze bepaalt Schubebt de lineaire functies der 
degeneratievoorwaarden, die in de oorspronkelijke 25 vergelij- 
kingen, en dus ook die, welke in de daaruit afgeleide 7 „hoofd- 
formules'' voorkomen. 

Vervolgens worden alle aantallen krommen bepaald, die aan 
een der dertien degeneratievoorwaarden en bovendien aan een 
zes-voudige uit ƒ«, v, c, . . . , z samengestelde voorwaarde voldoen. 
Zijn eenmaal al deze degeneratiesymbolen berekend, dan kun- 
nen de overige aantallen als volgt gevonden worden. We verme- 
nigvuldigen de 7 hoofdformules met alle mogelijke uit ijl, v, c, w, 
^> <l} Vi 2J samengestelde zes-voudige symbolen, waarvan (daar 
c, w, . . . , z slechts tot de 2de niachten kunnen voorkomen i) ) 
men het aantal gemakkelijk op 547 berekent. Men krijgt zoo 
7X547 = 3829 vergelijkingen, waarin men alle degeneratiesym- 
bolen door hun reeds gevonden waarden vervangt. In die verge- 
lijkingen komen dan nog de zeven-voudige uit /e<, v, c, . . . , 21 samen- 
gestelde symbolen voor, waarvan het aantal 704 bedraagt. Deze 



boel fx^ onderdrukt worden, daar de voorwaarde /k^ reeds in de definitie 
der door ons beschouwde figuur ligt opgesloten. Dit komt dus daar op 
neer, dat men, om de formules van Schubebt op krommen in een vast 
vlak te kunnen toepassen, in z^jn formules /ci = O te stellen, y door (i en 
p door y te vervangen heeft. 

1) Waarbij men verder nog te bedenken heeft, dat b.v. c^ en q^ onver- 
eenigbaar zyn, dat (^q = cq^ is, enz. 
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kunnen dus met veel controle uit de verkregen vergelijkingen 
worden opgelost i). 

Op deze wyze heeft Schubert alle aantallen kubische krommen 
met keerpunt bepaald, die aan geen andere dan de besproken 
voorwaarden voldoen. Zoo vindt men b.v. op p. 140 van zyn 
Kalkül opgegeven ct(;fiV = 166, hetgeen dus zeggen wil, dat er 
166 kubische krommen z^n, die op een gegeven rechte een keerpunt 
hebbeUf hun buigraakl^n door een gegeven punt zenden^ door drie 
gegeven punten gaan en aan twee gegeven rechten raken. 



§ 14. Zeüthen's onderzoekingen omtrent krommensystemen van den 
vierden en hoogeren graad. 

Voor vlakke krommen van den 4den graad z^n de onderzoe- 
kingen minder volledig. Daarvan zijn door Zeüthen (90 Verslagen 
der Deensche Akad. (5) Bd. 10) alle degeneraties beschreven, die 



^) Het is duidel^'k, dat het b^ de uitvoering der berekening niet noodig 
is tegelijkert^'d 3829 vergeligkingen met 704 onbekenden neer te schr^'yen, 
maar dat die getallen slechts genoemd zijn om de mogeligkheid der bere- 
kening aan te toonen. Big de uitvoering daarvan kan men beginnen met 
de (T- en de c-formule met ieder der 7 symbolen /ti«v6— t en de0--formale 
bovendien met leder der 6 symbolen cfJt,iv^—i te vermenigvuldigen. Men 
krqgt dan 20 vergelgkingen, waaruit de 8 symbolen fJLiv^—i en de 7 sym- 
bolen CjM«v^~* kunnen worden opgelost. Door vervolgens de «^, r-, ^-, y- 
en ^r-formule met ieder der 7 symbolen fxiy^'^i te vermenigvuldigen en in 
het tweede lid voor de gevonden symbolen hun waarden te substitueeren, 
vindt men alle symbolen, die een zes-voudige elementairvoorwaarde bevatten. 
Door nu telkens de vergelgkingen met de reeds gevonden symbolen met 
weglating van een factor /k of v te vermenigvuldigen vindt men steeds 
nieuwe symbolen. 
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in elementairsystemen kunnen voorkomen, en daaruit eenige 
honderden aantallen berekend. Eenige van zyn resultaten heeft 
hij medegedeeld in 88 Gompies Rendus t Ih. Zeuthen gaat by z^n 
onderzoekingen (die zich tot krommen in een vast vlak beperken) 
uit van enkelvoudig-oneindige systemen van krommen vanwllle- 
keurigen graad. Daarby onderstelt hy, dat een willekeurige kromme 
van het systeem geen hoogere dan de vier PLüCKER'sche singula- 
riteiten bezit, en wel in voorgeschreven aantal, en dat het systeem 
behalve door de PLüCKER'sche getallen nog gedefinieerd is door 
de voorwaarde door eenige gegeven punten te gaan en aan eenige 
gegeven rechten te raken in zoo groot aantal, dat de krommen van 
het systeem nog van één parameter afhangen ; dergelijke syste- 
men noemt Chasles elementair. Zeuthen voert verder de vol- 
gende met het systeem samenhangende getallen in ^) : 
f« = aantal krommen, die door een gegeven punt gaan, 
b = graad der meetkundige plaats der dubbelpunten, 
c = graad der meetkundige plaats der keerpunten, 
p = klasse der omhullende der dubbelpuntsraakiynen, 
q = klasse der omhullende der keerraakl^nen, 
w = klasse der omhullende der van uit de dubbelpunten getrok- 
ken raakiynen, 
V = klasse der omhullende der van uit de keerpunten getrokken 

raaklQnen, 
X = klasse der omhullende der verbindingslijnen van twee dubbel- 
punten, 
y = klasse der omhullende der verbindingslijnen van een dubbel- 
punt en een keerpunt, 
z = klasse der omhullende der verbindingslijnen van twee keer- 
punten, . 



^) Ik heb hierbig de notaties van Zeuthen oyergenomen, die niet met 
de vroeger gebruikte overeenstemmen. Bg Zeuthen is n de graad der 
krommen, die d dubbelpunten en e keerpunten hebben, terwijl »', cP, e' de 
reciproke beteekenis hebben. 
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en de hiermede reciproke getallen, die door geaccentueerde letters 
worden aangewezen. 

Ieder dier letters kan men tevens volgens de door Schübert 
ingevoerde opvatting (zie § 5) als een aan de krommen van het 
systeem opgelegde voorwaarde beschouwen. Zoo stelt dus b.v. h de 
voorwaarde voor, dat een der dubbelpunten der kromme op een 
gegeven rechte ligt, q de voorwaarde dat een keerraaklyn door 
een gegeven punt gaat, enz. Zeuthen, die zijn verhandeling schreef 
voordat deze symbolische rekenwijze zich gevormd had \ kent 
aan zijn letters die beteekenis niet toe, maar in den grond der 
zaak komen natuurlijk Zeüthen's vergelgkingen tusschen aan- 
tallen op hetzelfde neer als Schubert's vergelijkingen tusschen 
voorwaarden. 

In het systeem komen zoogenaamde singuliere krommen voor, 
d.w.z. krommen, die andere singuliere punten en raaklijnen heb- 
ben, dan een willekeurige kromme van het systeem. Zeuthen 
noemt de singuliere krommen, die in elementairsystemen voor- 
komen, gewoon singulier. Deze worden weer in twee soorten onder- 
scheiden, n.1. in die welke niet en die welke wel meermalen 
tellende takken bevatten. Ondersteld wordt, dat er geen andere 
singuliere krommen van de laatste soort in het elementairsysteem 
voorkomen dan de krommen a en a! *) van onderstaande tabel, die 
de aantallen singuliere krommen opgeeft, die het systeem bevat : 
a = «o + «1 + «2 = 3'9'^*3,1 krommen met een nieuw dubbelpunt, 

«o waarvan geen der takken door het dubbelpunt 

recht is, 

«1 waarvan één der takken door het dubbelpunt 

recht Is, 

«3 waarvan beide takken door het dubbelpunt recht 

zön, 

1) Zgn verhandeling dateert n.1. van 1873. 

*) Een kromme « heeft alleen als meetkundige plaats van raaklijnen, 
u! alleen als meetkundige plaats van punten een meervoudigen tak. 
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^ = aantal krommen, waarvan een dubbelpunt in een keerpunt 

ontaard is, 
y = yo + yi = aantal krommen, waarvan een keerpunt in een dubbel- 
punt met twee elkaar rakende takken ontaard is, 

70 waarvan geen dier takken recht is, 

71 waarvan één dier takken recht is, 

(2d) = aantal krommen, waarvan twee dubbelpunten zyn samen- 
gevallen, 
(de) = aantal krommen, waarvan een dubbelpunt met een keer- 
punt is samengevallen (waardoor een snavelpunt ontstaat), 
(2e) = aantal krommen, waarvan twee keerpunten zyn samen- 
gevallen, 
(3d) = aantal krommen, waarvan drie dubbelpunten zyn samen- 
gevallen, 
(2cfo) = aantal krommen, waarvan twee dubbelpunten met een 

keerpunt zyn samengevallen, 
(d2e) = aantal krommen, waarvan twee keerpunten met een dub- 
belpunt zyn samengevallen, 
terwyi weer de reciproke aantallen door geaccentueerde letters 
worden aangegeven. Ondersteld wordt, dat die singuliere krommen 
geen andere singuliere punten (of raakiynen voor de geaccentu- 
eerde letters) vertoonen dan in hun definitie is uitgedrukt, en 
dat in het systeem geen andere singuliere krommen dan de 
opgesomde voorkomen. By al die singuliere krommen maakt 
Zeüthen door figuren duidelyk hoe ze door limietovergangen uit 
de algemeene krommen ontstaan. Verder wordt nog aange- 
toond, dat sommige symbolen identiek zyn met de reciproke 
symbolen, n.1. : 

(2d) = (2d') , (de) = (dV) , (2e) = {2e') , y, = y\ . 

Het is duidelyk, dat men ook de verschillende aantallen singu- 
liere krommen als symbolen voor degeneratievoorwaarden kan 
opvatten ; zoo is b.v. p de voorwaarde, dat een dubbelpunt in een 
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keerpunt ontaardt, enz. In het geheel komen dus de volgende 
40 voorwaarden (of aantallen) in beschouwing: 

fi, fi', 6, b\ c, c\p,p\ q, q\ u, u\ v, v\ a, ic\ y, y\ z, z\ «„, a^, a„ «'„, a\, 

Door rechtstreeksche toepassing van het CHASLEs'sche corres- 
pondentiebeginsel 1) (zie § 17) leidt Zeuthen tusschen die 40 aan- 
tallen een 24-tal vergelijkingen (90 p. 328 en 329) af, waarvan 
er echter slechts 23 van elkaar onafhankelijk blyken. Mm kan 
dm 23 dier voorwaarden lineair in de 17 overige uitdrukken % 

Met behulp van deze formules bepaalt Zeuthen (1. c. § 33, p. 
338-339) de volgende vijf aantallen : 

Het aantal krommen van het systeem, die een gegeven rechte zoo 
sneden, dat door een der snijpunten nog een der volgende v^ f rechten 
gaat: een dubbelpuntsraaklvin, een keerpuntsraaklijn, een verbindings- 
lijn van twee duibbelpunten, van twee keerpunten of van een dubbel- 
punt en een keerpunt. 

In het bijzonder onderzoekt Zeuthen de elementairsystemen van 
krommen van den 3deii en den 4den graad, waarby dan echter de 
beperking, dat in de systemen slechts de opgesomde singuliere 
krommen voorkomen, wordt weggelaten. De singuliere krommen, 
die in elementairsystemen van den 3den en den 4den graad 
kunnen voorkomen, worden nu alle opgezocht en beschreven, 



1) Dit is dus in den aard der zaak dezelfde handelwjze als die van 
ScHUBEBT (Kalkül § 23, 24 en 25), die zijn uit het correspondentiebeginsel 
afgeleide coincidentieformules toepast om betrekkingen tusschen voorwaar- 
den af te leiden, hetgeen het voordeel heeft een herhaalde toepassing van 
dit beginsel overbodig te maken. Dit beginsel is n.1. eens en vooral bij 
de afleiding der coincidentieformules toegepast. 

^) De 23 formules van Zeuthen z\jn door Scuubebt (94 Math, Ann, 
Bd, 13, p. 443 — 446) uitgebreid tot systemen van vlakke krommen in de 
ruimte. Zie ook Krby (^132) Jcta Math. Bd, 7, p. 85. 



hetgeen weer door figuren wordt toegelicht ; hieronder z^n er nu 
ook met meermalen tellende takken (b.v. een dubbeltellende 
kegelsnede). Verschillende van deze degeneratievormen worden 
uitgebreid tot krommen van den wden graad. 

Bewezen wordt nu, dat b\j elementairsystemen van kubische 
krommen met een singulier punt (dubbel- of keerpunt) en van 
krommen van den 4den graad met drie singuliere punten geen 
nieuwe degeneraties optreden, zoodat daarvoor de 23 formules 
onveranderd doorgaan. 

Als voorbeeld beschouwen we een elementairsysteem van kubi- 
sche krommen met keerpunt (n = w' = 3 , d = d' = O , e = e' = 1). 
De eenige daarin voorkomende degeneraties z\jn die in een 
kegelsnede en een daaraan rakende rechte, dus een degeneratie yj i). 
De eenige der 40 symbolen, die dan niet nul z\jn, z\jn zooals 
onmiddellyk uit hun beteekenis is in te zien fi, f*', c, c', g, g', 7^. 
De 23 formules van Zeuthbn reduceeren zich dan na herleiding tot : 

3c = 4fi — fi' , 3c' = 4|ü' — fi , } . . . (35) 
69 = 7fi — fi' , 65' = 7fi' — fi . 

In de verschillende elementairsystemen, die we naar de elemen- 
tairvoorwaarden, waaraan ze voldoen, als systemen f««,/E<V',-..iA«'^ 
van elkaar onderscheiden, kunnen de aantallen degeneraties ri 
gemakkelijk bepaald worden. By een systeem /n« b.v. zyn deze : 

Iste. De kegelsneden door 5 der 6 gegeven punten gecombineerd 
met een der beide raakl^nen uit het 6de punt aan de kegelsnede 
getrokken. Dit geeft 6 . 2 = 12 degeneraties. 

2de. De verbindingslQn van 2 der 6 gegeven punten gecombi- 
neerd met een der beide kegelsneden door de 4 overige punten, 



^) Dit is de degeneratie 0- van Schubbrt. 

*) Vergel^k de formules van Schubbrt (p. 86). 
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6 R 

die aan deze verbindingslijn raken. Dit geeft ^-0 • 2 = 30 degene- 

raties. 

Voor het systeem fx^ is dus 7i = 12 + 30 = 42 en daar een kubi- 
sche kromme met keerpunt met zich zelf reciprook is vindt men 
dezelfde uitkomst voor een systeem /£*'«. Op deze wijze vindt men: 

Voor een systeem ^^ of fi'^ is yi= 4:2 j 

voor een systeem f«V' of /u/w'^ is yi = 87 , 

voor een systeem f«V'^ of yfiy!^ is yi = 141 , 

voor een systeem /xV» is yi = 168. 

Voor het met zich zelf reciproke systeem /u^/t'^ is /tt = /t*', dus 
volgens de vergelijkingen (35): 

^ V = ^V" = f^V'c = fiV"c' = f*V"? = f^V?' = 168. 

Hierby zyn de definieerende elementairvoorwaarden in het 
symbool opgenomen. 

Nu is echter /t*V'^ even goed te beschouwen als het getal /-/' voor 
het systeem /uV'^, waaruit men dan verder met behulp van (35) 
A*> c, c', q en g' bepaalt. Men vindt zoo : 

^y— ^V'=114 , fiV«c=fiVV= 96 , (iV»g=fiV*5'=105 , 

Hierin is weer ju^^'^ te beschouwen als het getal /m' voor het 
systeem f*^^', waardoor men vindt: 

fi V zz: ^^'» zz: 60 , fi'^fi'c =zz fifi"c' = 42 , ^'fl'j = ^fi" j' = 51 , 

(i'^V = fifi'^c = 182 , fi'fiV = yLyi'q — 128 . 

En hier volgt weer uit: 

yi^ = ii"^ = 24 , ii'c — (i"d = 12 , ii'q = ii"q' = 18 , 
^•c' = ii"c = 72 , ii'q' = ii"q = 66 . 

Deze aantallen zyn in overeenstemming met die van Schübert, 
die echter door beschouwing van alle degeneraties nog veel meer 
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aantallen bepaald heeft. By de ZEUTHEN'sche vergeiykingen (35) 
moet men n.1. bedenken, dat die alleen gelden toegepast op 
elementairsystemen, of (wat op hetzelfde neerkomt) na symboli- 
sche vermenigvuldiging met een uit ia en ac' samengestelde zes- 
voudige voorwaarde. Men mag die vergeiykingen b.v. niet sym- 
bolisch met c vermenigvuldigen. Zoo zou men b.v. vinden: 

SfiV'c' = ^li'{i:c — fi^c = 4 . 42 — 96 = 72 , 
fiV'c' = 24 , 

terwijl ScHUBERT (Kalkül p. 140) hiervoor 8 opgeeft. Dit komt 
natuurlijk daardoor, dat onder het aantal 24 eenige niet in 
elementairsystemen voorkomende degeneraties i) z^n medegeteld. 
Voor elementairsystemen van kubische krommen zonder singu- 
lier punt of van bikwadratische krommen met minder dan drie 
singuliere punten maken de degeneraties met meervoudige tak- 
ken, dat de 28 formules niet onveranderd doorgaan. Voor de ver- 
schillende soorten van systemen worden nu de supplementaire 
termen opgegeven, die de vergeiykingen juist doen blyven. Met 
behulp der zoo verkregen vergelijkingen bepaalt Zeuthen voor 
ieder dier elementairsystemen de verschillende karakteristieke 
getallen. Een aantal daarvan, o.a. de elementairgetallen van eenige 
systemen van bikwadratische krommen, vindt men opgegeven in 
Schübeet's Kalkül (§ 26, p. 184—187). Verder zy nog vermeld dat 
een uitvoerige bespreking der ZEUTHEN'sche onderzoekingen voor- 
komt in Clebsch-Lindemann Bd. 1, p. 407—424, waar men ook 
de besproken 28 vergelykingen van Zeuthen met hun afleidingen 
vinden zaJ. Ook is nog een kortverslag van Zeuthen zelf te vinden 
in 91 Buil. des sdences math. (1) t. 7. 



^) Deze ten onrechte medegetelde degeneraties z^n wat Sghubebt (94 
Math. Annalen Bd, 13, p. 438) ^^Auaartungen erater Gattung^'^ noemt. 
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§ IB. Onderzoekingen van Chasles, Foüret, Halphen e. a. 
omtrent aantallen algeibraïsche en transcendente krommen. 

Omtrent aantallen krommen van den mden graad zyn de onder- 
zoekingen uit den aard der zaak nog veel minder volledig dan 
biJ krommen van den 4den graad. Wel geeft Saltel (130 BulL de 
la Soc. Math. t. 2) een op birationale transformaties berustende 
methode aan, waarmede aantallen krommen van hoogeren graad 
kunnen worden teruggebracht tot overeenkomstige problemen by 
krommen van lageren graad, gebruik makend van een beginsel, 
dat hü „Ze principe argvssien unicursar (129) noemt. Voor de toe- 
passing daarvan is echter noodig, dat onder de im(m + 3) gege- 
vens, waaraan de kromme van den m^ien graad te voldoen heeft, 
voorkomt het gegeven zy n van drie meervoudige punten met een 
gezamenlijke multipliciteit >m. Als voorbeeld noemt Saltel de 
vraag naar het aantal bikwadratiache krommen met drie gegeven dub- 
belpunten, die door p gegeven punten gaan en d gegeven rechten 
aanraken (p + d = h). Door een kwadratische transformatie met 
de drie gegeven dubbelpunten als fundamentaalpunten gaan de 
bikwadratische krommen in kegelsneden, de p gegeven punten 
in p andere gegeven punten en de d gegeven rechten in d gege- 
ven door de dubbelpunten gaande kegelsneden over. De vraag is 
dus teruggebracht tot de volgende : Hoeveel kegelsneden zvjn er, die 
door p gegeven punten gaan en d gegeven kegelsneden aanraken? 
Dit is een vraag, die met behulp van de karakteristiekentheorie 
der kegelsnede is beantwoord. 

De verwachting, die Saltel (130 Eemarque IV) van z^jn begin- 
sel koesterde, dat n.1. met behulp daarvan ook aantallen krommen 
van hoogeren graad zonder meervoudige punten gevonden zouden 
kunnen worden i), deel ik niet ; er z^n my dan ook geen der- 



^) Saltel beroept zich hierbig op uitspraken van Chasles (185 en 136 
Comités Bendua t. 62, p. 581 en 186 4), dat men uit de eigenschappen 
van krommen, die het maximale aantal dubbelpunten hebben, kan komen 
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gelijke toepassingen van dat beginsel bekend, evenmin als daaruit 
afgeleide op krommen van den mden graad betrekking hebbende 
resultaten. 

Enkelvoudig-oneindige systemen van vlakke krommen van 
willekeurigen graad z^jn het eerst door Chaslbs en de Jonquières 
beschouwd. Chasles verstaat hierbü onder de karakteristieken vdiu 
dat systeem het aantal fi der door een gegeven punt gaande 
krommen en het aantal v der aan een gegeven rechte rakende 
krommen. Het systeem wordt dan een (/t* , v)-systeem genoemd. 
Hieromtrent heeft Chasles de volgende stelling uitgesproken : 

Het aantal krommen van een systeem (a* , v), die een gegeven kromme 
van den graad n en de klasse k aanrakevij bedraagt 

^fi + ni? ^). 

Deze stelling is door Zeuthen^) (105 3fa^/i. -4ww. Ed. 3) bewezen. 
Een zeer eenvoudig maar m. i. niet geheel afdoend bewijs geeft 



tot eigenschappen van krommen zonder dubbelpunten, als men slechts den 
invloed dier laatste weet te bepalen. Chasles doelt hierbij m.i. echter op het 
geval, dat een^^^^ kromme van dubbelpunten voorzien is (b.v. de kromme, 
waaraan een aanraking is voorgeschreven), terwyl in het bovengenoemde 
voorbeeld daarentegen die dubbelpunten aan de gevraagde kromme zijn 
voorgeschreven. 

^) Chablis (16 Comptea Rendua t. 58, p. 800) bewigst deze stelling 
voor een kegelsnedensysteem en spreekt in een noot zonder bew^s de 
juistheid van deze en eenige andere stellingen voor een krommensysteem 
van hoogeren graad uit. Ujj beperkt zich hierb^ tot het geval, dat de gegeven 
kromme punt-algemeen dus A; = » (» — 1) is, een beperking, die h^ later voor 
een kegelsnedensysteem (17 Comptea Rendua ^. 59, p. 211) heeft laten varen. 

Voor het bew^'s zie Salmon— Piedleb. Höh, Kurven (32), art. 391, 
waarb^* eveneens de kromme punt-algemeen ondersteld wordt, en Clebscu — 
LiNDEMAMN. Bd. 1 (81), p. 424. 

^ Ook Zbuthen onderstelt de gegeven kromme punt-algemeen, maar z\jn 
bew^s is gemakkelijk tot een willekeurige kromme uit te breiden. 

7 



ScHUBEBT (67 Kalkül p. 14) als voorbeeld ter toepassing van zyn 
beginsel van het behoud van het aantal of der bijzondere ligging 
(65 Math. Ann. Bd. 10, p. 23). Hy laat n.1. de gegeven kromme 
als meetkundige plaats van punten degenereeren in n samen- 
vallende rechten l en als meetkundige plaats van raaklynen in 
k verschillende stralenbundels met op l gelegen dragers, of vol- 
gens zijn terminologie (Kalkül p. 101 1) ) in een n-voudige graad- 
rechte, waarop k enkelvoudige klasse-punten^) liggen. Aan de voor- 
waarde voldoen nu de v krommen, die aan de graad-rechte raken, 
ieder n maal geteld, en de krommen, die door een der klasse- 
punten gaan, waarvan ieder klasse-punt er /w oplevert. 

Later spreekt Chasles de meening uit, dat de bovengenoemde 
stelling evenals by de kegelsneden (zie § 5) tot een willekeurige 
enkelvoudige voorwaarde is uit te breiden s). In dat geval zou 
men van het systeem niets anders dan de beide getallen fi en v 



1) Zie ook Clebsgh — Lindehann. £d. 1, p. 392. 

^) „Sommet^' volgens Chasles en Zeüthen. 

') „En outre, Ie procédé général de démonstration, dan8lesconiques,qui 
repose sur Ie principe de correspondance entre deux séries de points ou 
de droites, s'applique aussi a la démonstration des propriétés des systèmes 
de courbes d'ordre supérieur, et ses propriété% s^eospriment en fonction des 
deux caracteristiques, comme dans la theorie des coniques'''' (126 Comptes 
Rendus t, 62, p. 325 ; de cursiveering is van mij). 

Deze onjuiste bewering is overgenomen in Salmon — Fiedler. fföh. Kurven 
(32). Daar leest men n.1. op p. 474 (art. 392) : 

„lm algemeiuen wird die Zahl der Kurven des Systems, welche irgend 
einer andern Bedingung geuügen, von der Eorm fc^-f-vjS sein und die 
Zahlen « , |3 können als Characteristiken dieser Bedingung angeseheu werden. 
Wenn eine Kurve durch eine hinreichende Anzahl von Bedingungen 
bestimmt ist und diese Characteristiken für jede Bedingung bekannt sind, 
80 kann die Zahl der Kurven bestimmt werden, die den vorgezeichneteu 
Bedingungen geuügen. Wir erörtem dies an dem Ealle der Kegelschnitte". 
De hierop volgende toepassing is natuurlijk correct. 
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te kennen hebben, m. a. w. het enkelvoudige karakteristiekengetal 
zou twee zyn. Dat dit niet zoo is wordt reeds daardoor begrypelijk, 
dat het aantal karakteristieken (zoo die al bestaan) grooter wordt 
naarmate de figuren ingewikkelder worden (d. w. z. van een grooter 
aantal parameters afhangen). Clebsgh (27 Math. Ann. Bd. 6), die 
de CHASLEs'sche stelling xfjt + 0v (zie § 5) voor kegelsneden bewees 
(behoudens de HALPHEN'schemodificatie), zag daarin een algemeene 
eigenschap der kwadratische vormen, die wel is uit te breiden 
tot een willekeurig aantal veranderleken (waarb\j dan het aantal 
karakteristieken aan dat der veranderleken gel\jk wordt), maar 
niet tot vormen van hoogeren graad. Ook het bewijs, dat Lindemann 
(Clbbsch— L. Bd. 1, p. 424) van de stelling «f* + j3v geeft, doet dui- 
delijk zien waarom die stelling wel voor een aanrakingsvoorwaarde 
maar niet voor een willekeurige voorwaarde geldt. Eindelijk wyst 
ScHüBERT {Kalkül p. 288) er op, dat reeds by een kubische kromme 
met keerpunt de beide voorwaarden /» en v niet voldoende zyn 
om alle andere in uit te drukken (echter zonder dit nader uit te 
werken). Was dit n.1. wel zoo en dus het karakteristiekengetal 
ttoee, dan zou uit vergelijking (7) (p. 56) volgen : 

C fi*P fi'P fi*l>' 

c fi^r* fi*P' fi^p' 

of volgens de door Schübert (Kalkül p. 140) gegeven tabel : 

8 42 96 

42 60 114 

96 114 168 
hetgeen onjuist is 3). 



= 0'), 



= 0, 



') Hierin is c de voorwaarde, dat het keerpunt op een gegeven rechte 
ligt. Zie § 18, p. 85. 

') ScHUBEBT oppert de mogelijkheid, dat de voorwaarden /w en v te 
zamen met de twaalf degeneratievoorwaarden behalve o- voldoende zouden 

r 



^^AW^ 
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Uit het voorgaande blykt, dat de voorwaarden /x en v biJ een 
kromme van hoogeren dan den tweeden graad geen aanspraak 
kunnen maken op den naam van A;araA:/em^ieA;en^) In den daaraan 
door ScHüBERT toegekende beteekenis. Daarom worden de nog 
steeds belangryke getallen /x en v tegenwoordig gewoonlyk den 
puntindex en den li^nindex van het systeem genoemd. Keeds in 
1861, dus voordat Chasles zijn karakteristieken had ingevoerd, 
beschouwde de Jonqüières (12 Journ. de Liouville (2) t. 6) krommen- 
systemen van den index N (aantal krommen door een willekeurig 
punt; 1. c. p. 118), zonder echter twee indices reciprook tegenover 
elkaar te stellen, waardoor zyn onderzoekingen niet de symmetrie 
van die van Chasles verkregen ^. 

De besproken stelling van Chasles (kfjt + nv) kan op verschil- 
lende wö'zen worden uitgebreid. Een eerste uitbreiding bestaat 
daarin, dat het systeem van algebraïsche krommen kan worden 
vervangen door een systeem van transcendente A;romw6n, mits dat 
systeem van dien aard is, dat er door ieder gegeven punt een 
gel^k eindig aantal (/u) der krommen gaan en er aan iedere 
gegeven rechte een gelijk eindig aantal (v) krommen raken; de 



z^n om alle oyerige enkelyoudige yoorwaarden in uit te drukken, in welk geval 
voor een (7,* het enkelvoudige karakteristiekengetal 14 zgn zou (1. e. p. 288). 

') Deze benaming is overgenomen in Pascal — Scuepp. Repertorium 
II, p. 432. 

^ De Jonqüières beschouwt de getallen iV en m (graad der krommen) 
als kenmerkend voor het systeem. H^' spreekt dan het theorema uit, dat 
2(m — \)N krommen van het systeem eeu gegeven rechte aanraken, het- 
geen dus de l^*nindex zijn zou. Dit theorema is klaarblijkelijk onjuist, 
zooals meu b.v. ziet uit het systeem der kegelsneden, die aan vier gege- 
ven rechten raken (m = 2, iV= 2), waarvoor de lijnindex niet 4 maar 1 is. 
In 1868 waarschuwt de Jonqüières (18 Journ, de LiouviUe (2) i. 8) dan 
ook zelf dat niet alle theorema's van (12) juist zijn, maar soms slechts 
een bovenste grens opleveren. 
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gegeven bewezen gaan voor dat geval onveranderd door. Door 
FoüRET (106 Gamptes Rmdus L 78, 107 Buil. de la Soc. Math. t. 2) 
zijn het eerst systemen van transcendente krommen in de beschou- 
wing opgenomen. Fourbt heeft de voorwaarde opgezocht, waaraan 
een gegeven transcendente kromme moet voldoen om deel te 
kunnen uitmaken van een systeem (ft,v); is deze voorwaarde 
vervuld, dan kan de kromme slechts van één systeem deel uit- 
maken, terwtjl btj een algebraïsche kromme natuuriyk een oneindig 
aantal systemen is aan te wijzen, waartoe ze behoort (108 BiUL de 
la Soc. Math. t. 2, p. 97). Fourbt toont verder aan, dat de krommen 
van het systeem Qi , v) steeds kunnen worden voorgesteld alsdeinte- 
graalkrommen van een differentiaalvergel^king van de eerste orde 

SP [ (^ I y)v » («1 %] = O » 

die in X en ^ van den graad y, in a en 6 van den graad fi is. 
Hierin is 

dy dy 

a = — , * = ^3 y » 

dx da 

zoodat a en 6 ook als de l^jn-coördinaten der raakl\jn kunnen 
worden opgevat (107 Buil de la Soc. Math. /. 2, p. 74-75). Komen 
in de differentiaalvergelflking a en 6 niet voor (/i* = 0), dan stelt 
de vergelijking een systeem van klasse-punten voor (punt-verge- 
Iflking der kromme ^ (x , y)v = 0). Ontbreken echter x en y (v = 0), 
dan krflgt men een systeem van raakltjnen (lijn-vergelijking 
<p{a,b)fi = 0). 

B\j z\jn uitbreiding van de stelling van Chasles tot transcen- 
dente krommen (waarbij de gegeven kromme natuurlek algebraïsch 
moet blöven) beperkt Fouret (107 p. 82) zich echter tot het geval, 
dat de gegeven kromme punt-algemeen dus A; = w(w— 1) is. Voor 
het geval, dat de gegeven kromme willekeurige (ook hoogere) 
singulariteiten bezit, is de formule kfi + m bewezen door Halphen 
(118 Journ. de Liouv. (8) t. 2, p. 273) en wel volkomen streng 
zonder van een of andere aftellingsmethode gebruik te maken. 



Alleen onderstelt Halphen by al zyn beschouwingen een nauw- 
keurig omschreven onafhankelijkheid tusschen het krommen- 
systeem en de gegeven kromme. 

Halphen vat echter het vraagstuk algemeener op en bepaalt 
het aantal punten van een algebraïsche vlakke kromme, die aan 
een algebraïsche diflferentiaalvergeiyking voldoen, die van de gegeven 
kromme onaf hankeiyk is i). Is de differentiaalvergeiyking van de 
ade orde, dan is deze vraag identiek met die naar het aantal (in 
het algemeen transcendente) integraalkronjmen (die een systeem 
van de a^e orde vormen), die aan de gegeven kromme een aan- 
raking van de a^e orde vertoonen. 

Halphen vindt dat de gevraagde punten uit de gegeven kromme 
worden uitgesneden door een algebraïsche kromme * van den 
graad p(n — l) + q, waarin p en q geheele getallen zyn (p is 
bovendien steeds positief), die alleen van de differentiaalvergelijking 
afhangen op een wyze die nauwkeurig wordt aangegeven (1. c. 
theorema Hl en IV, p. 263 en 265). Van die snijpunten vallen er 
eenige in de meervoudige punten der gegeven kromme. Voor het 
aantal der buiten die punten vallende snijpunten vindt Halphen 

pk'{-qn — L, (l.c. verg. (16), p. 270) 

waarin L een geheele positieve of negatieve grootheid is, die 
zoowel van de differentiaalvergelijking als van de gegeven kromme 
afhangt en uitsluitend wordt opgeleverd door die takken der 
gegeven kromme, die Cayley (171) superlineair noemt. Heeft de 
gegeven kromme geen superlineaire takken (dus geen keer- 
punten, terwijl gewone dubbel- of meervoudige punten veroorloofd 
zijn), dan is het aantal der gevraagde punten pk + qn (1. c. theo- 
rema V, p. 271). 
Is de differentiaalvergelyking van de eerste orde (a = l), dan 



*) Hierbij wordt natuurlijk ondersteld, dat de gegeven kromme geen 
integraalkromme der difi'erentiaalvergelyking i8. 
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blijkt X = O te zijn, ook dan als de gegeven kromme hoogere singula- 
riteiten heeft. Door achtereenvolgens w = 0, k = l en w = l, A; = 
te stellen vindt men p = /t<, g = v en dus voor het gevraagde 
aantal fik + m. 

Is de differentiaalvergelüking van de tweede orde (a = 2) en 
heeft de gegeven kromme geen andere superlineaire takken dan 
takken met een keerpunt en wel ten getale van «, dan vindt 
Halphen voor het aantal gevraagde punten 

qn + q'k + ra , (l.c. theorema VIII, p. 277) 

waarin als vroeger Sk+ic = Sn + p=:x gesteld is. Hierin betee- 

kent: 

q het aantal integraalkrommen, die een gegeven rechte tot buig- 
raaklijn hebben, 

q' het hiermede reciproke aantal integraalkrommen, die in een gege- 
ven punt een keerpunt hebben, 

r het met zich zelf reciproke aantal integraalkrommen, die door 
een gegeven punt gaan en daar een gegeven raakl\jn hebben. 
De grootheid q verliest echter haar eenvoudige beteekenis als 

de integraalkrommen rechten zijn en dus de differentiaalverge- 

Itjking luidt: ^ = 0. Dan volgt uit de beteekenis van q' en r 

onmiddellijk, dat g' = O en r = 1 is. Daarentegen is q nu negatief 
geworden, n.1. = — 3. 

Een andere uitbreiding, die de stelling van Chasles ondergaan 
heeft, is die tot oppervlakken en ruimtekrommen. Hierbij wordt 
steeds de ligging van het systeem onafhankelijk gedacht van 
het gegeven oppervlak of de gegeven ruimtekromme. Dat opper- 
vlak of die ruimtekromme mag echter willekeurige singulariteiten 
vertoonen. 

Heeft men een oo^-systeem van oppervlakken^ waarvan er fi door 
een gegeven punt gaan, v een gegeven plat vlak en p een gegeve^i 
rechte aanraken, dan bedraagt het aantal oppervlakken, die een 
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gegeven oppervlak van den graad w, de klasse k en den rang r^) 
aanraken 

A(i + np -|- ^9 ')• 

Deze stelling is het eerst uitgesproken door de Jonquières (114 
Comptes Rendus L 58) voor het geval, dat het gegeven oppervlak 
punt-algemeen is, en later door middel van niet geheel strenge 
continuïteitsbeschouwingen tot een willekeurig oppervlak uitge- 
breid (115 Comptes Rendus t. 61). Een bewijs er voor is het eerst door 
A. Brill (117 Math. Annalen Bd. 8) geleverd. De stelling blijft onver- 
anderd doorgaan als het gegeven oppervlak ontwikkelbaar is (k = 0) 
en in het hiermede reciproke geval, dat dit oppervlak door een 
kromme wordt vervangen, zooals het eerst is opgemerkt door 
Zeüthen (die zich daarbij echter tot systemen van kwadratische 
oppervlakken beperkt; 37 Nouv. Annales (2) L 7). In het laatstgenoemde 
geval heeft men w = te stellen, k door den rang r») en r door den 
graad n der gegeven ruimtekromme te vervangen. Men vindt dan : 

Het aantal oppervlakken van een systeem (f«, v, p), die een gegeven 
kromme van den graad n en den rang r aanraken, bedraagt 

rii + nQ *). 



1) Graad van den raaklynenkegel door een willekeurig punt. 

2) Voor het bewijs zie Schubert's KalMl p. 301 of Salmon— Piedlek. 
Analytische Oeom, des Eautnes II (119), art. 460, p. 614 — 615. 

^) Aantal raaklijnen, die een gegeven rechte snijden. 

*) Voor het bewijs zie Schubert's Kalkül p. 296. De stelling kan ook 
aldus bewezen worden. 

Heeft de gegeven kromme geen keerpunten of hoogere singulariteiten, 
dan kan men ze in n elkaar op bepaalde wijze snijdende rechten laten 
degenereeren met in het geheel \ r snijpunten, die dan dubbelpunten der 
totaalkromme zqn. (Volgens de CAYLEY'sche vergelgkingen eener ruimte- 
kromme [Pascal — Schepp. Repei-t. Il, p. 226] is de rang eener kromme 
zonder keerpunten een eve^ getal.) M. a. w. men kan die kromme continu 
in n rechten doen overgaan zonder dat er zich iets bijzonders voordoet tot 
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Door Brill (117) is verder nog een analoge stelling bewezen 
voor een systeem van ruimtekrommen, waarvan er (jl een gege- 
ven rechte snyden en v een gegeven plat vlak aanraken. De be- 
doelde stelling luidt: 

Het aantal ruimtekrommen van een systeem (ft, v), die een gegeven 
oppervlak van den graad n en den rang r aanraken, bedraagt 

rfi -[- nv ^). 

Ook in deze stelling kan het gegeven oppervlak door een kromme 
worden vervangen. Men krtjgt dan : 

Voor een systeem van ruimtekrommen, waarvan er fi een gegeven 
rechte snijden, mijden er nfi een gegeven ruimtekromme van den 
graad w*). 



aan het oogenblik van degenereeren. Na de degeneratie voldoen nu aan de 
vraag de np oppervlakken, die een der n rechten aanraken, en oneigenl^k 
de \rfjt oppervlakken gaande door een der |r sn^punten dier rechten. 
Voert men die n rechten in een niet-gedegenereerde Cn over, dan bijven 
eerstgenoemde oplossingen bestaan, terwijl ieder der laatstgenoemde oplos- 
singen in twee eigenljke oplossingen uiteenvalt, waardoor het totale aantal 
eigenljke oplossingen r/u + ^P wordt. Dit stelt ook nog het aantal oplos- 
singen voor als Cn hoogere singulariteiten heeft Zij n.1. 8 een singulier 
punt van Cn, dan voldoen de door 8 gaande oppervlakken van het stelsel 
oneigenlgk aan de vraag. Deze oppervlakken zullen echter (wegens de 
onafhankeljke ligging van Cn ten opzichte van het stelsel) in 8 niet aan 
Cn raken, zoodat daaraan dezelfde multipliciteit toekomt als bj de vraag 
naar de rakende platte vlakken door een willekeurige rechte. Hieruit volgt, 
dat als 8 den rang van Cn met een bedrag d vermindert het aantal eigen- 
lijke oplossingen door 8 met fjtd verminderd wordt. 

^) Ëen bewjs hiervoor vindt men ook in Sghubebt's Kalkül p. 296. 

') Deze stelling, die bij Brill niet voorkomt, kan ook weer gemakkelijk 
worden aangetoond door de ruimtekromme in n elkaar op bepaalde wijze 
snijjdende rechten te laten degenereeren. Ër zjn dan nii ruimtekrommen 
van het systeem, die de gedegenereerde ruimtekromme snijden, terwjl nu 
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Ten slotte is voor een ruimtekrommensysteem van de 
3de orde door Schübert (Kalkül p. 296) nog de volgende stelling 
bewezen : 

Het aantal ruimtekrommen van een oo^-systeem (waarvan er peen 
gegeven rechte aanraken en % een gegeven plat vlak in een gegeven 
punt aanraken)^ die een gegeven ruimtekromme van den graad n 
en den rang r aanraken, bedraagt 

nep + rx '). 

Is nu aan een algebraïsche vlakke- of ruimtekromme of opper- 
vlak een voorwaarde opgelegd, die uit in deze paragraaf beschouwde 
voorwaarden is samengesteld (wordt b.v. in een plat vlak gevraagd 
naar het aantal krommen van den graad m, die aan ^m(m + S) 
gegeven krommen raken), dan kan men de methode der symbo- 
lische vermenigvuldiging toepassen, waarvan we in de volgende 



de sn^punteu der n rechten of de dubbelpunten der gedegenereerde ruimte- 
kromme geen rol spelen. Immers bq willekeurige ligging van het ruimte- 
krommensysteem zal geen dier krommen door die dubbelpunten gaan. 
Op dezelfde w\jze bl^kt, dat de hoogere singulariteiten van Cn geen 
rol . spelen, daar ook door deze punten geen krommen van het systeem 
gaan. 

Men kan de stelling ook zeer eenvoudig aldus bewijzen. De ruimte- 
krommen van het stelsel vormen te zamen een algebraïsch oppervlak van 
den graad N, Gaan er door ieder punt van dit oppervlak p krommen van 
het stelsel, dan is iA=pN, Het oppervlak wordt nu door Cn in »iV punten 
gesneden, door ieder waarvan er p krommen van het stelsel gaan, zoodat 
nN'p-=.nyL krommen van het stelsel de kromme Cn snijden. 

1) Ook dit resultaat laat zich afleiden door de gegeven Cn in n elkaar 
op bepaalde wijze snijdende rechten te laten degenereeren. In een snijpunt 
van twee dier recliten is dan de raaklijn aan Cn onbepaald in het vlak 
door die beide rechten. Een kromme van het stelsel, die in dat snijpunt 
aan dat vlak raakt, is dus als rakend aan On te beschouwen en dus een 
oplossing en wel met een multipliciteit twee. 
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paragraaf een voorbeeld zullen geven. Het aantal dier krommen 
of oppervlakken is dan gevonden, zoodra men de elemmtairgetallen 
kent, d. w. z. (om ons tot krommen in een plat vlak te bepalen) de 
aantallen krommen, die aan een « = i m (m + 3)-voudige . uit de 
elementaire voorwaarden /x en v samengestelde voorwaarde vol- 
doen. Op de bepaling dier elementairgetallen komt het dus aan 
wil men tot dergeiyke problemen kunnen overgaan. 



§ 16. Onderzoekingen van Krey omtrent aantallen algebraïsche 
krommen van den m<fc» graad. 

Terwgi de vorige paragraaf uitsluitend over aanrakingsvoor- 
waarden handelde deelen we nu nog het een en ander mede 
omtrent aantallen algebraïsche krommen van den m^en graad, 
die aan op de singulariteiten dier krommen betrekking hebbende 
voorwaarden voldoen. In de eerste plaats zy dan vermeld, dat door 
Cayley (122 Cambr. Phil Trans. Vol. 11, Coll Pap. Vol. 5) gevonden 
is, dat er door im{m + S) — 2 gegeven punten 12(m— l)(m-2) 
krommen van den m^^en graad gaan, die een vrij (d.w.z. niet gegeven) 
keerpunt hebben en V2 (m — 1) (m - 2) (Sm* — 3m — 11) krommen, 
die twee vrjje dubbelpunten bezitten. Dit laatste resultaat, dat 
Cayley door inductie verkregen heeft, is bewezen door Cremona 
(123 Ann. di Mat. t. 6) en de Jonquières (125 Math, Ann. Bd. 1). 

Veel meer omvattend z^n echter de onderzoekingen van Krey 
(132 Acta Math. Bd. 7). Krey maakt hierby gebruik van de in 
§ 14 besproken onderzoekingsmethode van Zeuthen. Bij al z^n 
beschouwingen onderstelt hy echter de degeneratie a' van Zeuthen 
niet aanwezig, dus x' = 0. De methode van Krey komt nu hier op 
neer, dat uit de formules van Zeuthen recursieformules worden afge 
leid, waarmede de op het systeem betrekking hebbende aantallen 
kunnen worden berekend als die voor alle lagere systemen reeds 



" 108 - 

bekend z^jn. Hy noemt een systeem van krommen met di dubbel- 
punten en Bi keerpunten lager dan een systeem, waarvoor die 
getallen d en e zyn, als bf di + ei<d + e óf c^ + ei = d! + emaar 
ei < e is. Op deze wyze weet Krey van lagere systemen uitgaande 
tot steeds hoogere systemen op te klimmen en zoo een groot 
aantal resultaten (o.a. ook die van Catlet) op krommen vanden 
mden graad betrekking hebbend te verkrijgen. Om den aard dier 
resultaten te kenmerken noem ik er eenige op : 

I. Door im(m + S) — 4: gegeven punten gaan 

I (9^» _ 45^4 _ 8^» + 259m' — 129m — 250) 

krommen Cm, die op een gegeven rechte een dubbelpunt en boven 
dien nog twee vrije dubbelpunten hebben (1. c. p. 61). 

II. Door iw(m+3)— 6 gegeven punten gfaaw9(m--l)(3m«— 6m— 4) 
krommen Cm, die op drie verschillende gegeven rechten een 
dubbelpunt hebben, en Hm — 3) (9m^ — 75m + 154) krommen, 
die op eenzelfde gegeven rechte drie dubbelpunten hebben (1. c. 
p. 62 en 63). 

III. Door Jw(m + 3) — 3 gegeven punten gaan 12(m— 3)(3m*— 
6ms — llm + lS) krommen Cm met een vrij dubbelpunt en een 
vrij keerpunt (1. c. p. 64). 

IV. Door Jm(m+3) — 4 gegeven punten gfoaw 60(m-3) (3m--5) 
krommen Cm, die een vrij snavelpunt hebben (1. c. p. 65). 

V. Door im(m + 3) — 6 gegeven punten gaan 36(m— 4)(5m3— 
15^2 — 26m + 76) krommen Cm, die een vrij drie-voudig punt 
en een vrij keerpunt hébben (1. c. p. 65). 

Dit zjjn slechts eenige eenvoudige voorbeelden van de vele door 
Krey verkregen resultaten, die z^n methode volgend gemakkelijk 
te vermeerderen zijn als men niet tegen wat rekenwerk opziet. 
Bij al die resultaten moet men bedenken dat m voldoend groot 
moet zijn om een juiste uitkomst te verkregen. Welke waarde m 
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daartoe minstens hebben moet is echter in de meeste gevallen 
onmiddeliyk te zien. Zoo moet b.v. om op eenzelfde rechte 3 
dubbelpunten te kunnen krjjgen m minstens de waarde 6 hebben, 
enz. Bö al z^jn formules geeft Krey dan ook aan welke waarde 
men minstens aan m moet toekennen willen er in het algemeen 
slechts ongedegenereerde oplossingen voorkomen. In sommige 
gevallen evenwel vindt men ook nog bjj een kleinere waarde van 
m het juiste antwoord als men n.1. gedegenereerde oplossingen 
medetelt of als dit antwoord nul is. Als er geen oplossingen 
mogeiyk zyn is het echter niet zeker dat de formule dan nul 
oplevert. Zoo vindt men b.v. voor m = 3 naar behooren nul 
krommen met een vrij snavelpunt. Voor m = 5 levert de formule 
voor het aantal krommen met drie dubbelpunten op een gegeven 
rechte daarentegen niet nul op. De onder I medegedeelde formule 
van Krey geeft uitsluitend niet-gedegenereerde oplossingen voor 
m>4; echter is de formule ook nog juist voor m = 3 enm = 4; 
voor w = 3 b.v. vindt men 30 en dit is ook werkeiyk het aantal 
kubische krommen door 5 gegeven punten met een dubbelpunt op 
een gegeven rechte en 2 vr^je dubbelpunten, aan welke vraag 
alleen door in drie rechten gedegenereerde krommen voldaan wordt ; 
voor w = 2 evenwel geeft de formule niet het juiste antwoord (nul). 

Verder leidt Krby nog een formule af voor het aantal krommen 
van den graad m met een vrfl /-voudig en een vr\) ^i-voudig punt 
en gaande door zooveel gegeven punten als voor de bepaling der 
kromme nog noodig is (l.c. § 3). Deze formule is echter te gecom- 
pliceerd om hier mede te deelen. 

Kbby strekt zfln onderzoekingen ook uit tot vlakke krommen 
in de ruimte. Vermeldenswaard is hierbi) het volgende resultaat: 

VI. Het aantal vlakke krommen van den m<fc» graad, die in de 
ruimte i m (m + 3) + 3 gegeven rechten sneden, bedraagt 

^m(m'— l)(m+2)(2m' + 14m*+49m»+91m'+90m+18) 
(l.c.§4). 
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Voor w = 1 levert dit naar behooren nul, daar er geen rechte 
mogeiyk is, die op 5 willekeurig gegeven rechten rust. Voor 
m = 2 vindt men voor het aantal kegelsneden, die op 8 gegeven 
rechten rusten, 92 in overeenstemming met Lüroth (88 Crelle^s 
Journal Bd. 68) i). 

Deze formule kan nog een uitbreiding ondergaan (die Kret er 
echter niet aan geeft) door de « = è w* (w* + 3) + 3 gegeven rechten 
door gegeven ruimtekrommen resp. van den graad ni,n2,....,w„ 
te vervangen. In § 15 is ons n.1. gebleken, dat voor een ruimte- 
kromme (en dus ook voor een vlakke kromme met beweeglijk 
vlak) de voorwaarde een gegeven ruimtekromme van den graad 
n te snyden kan worden voorgesteld door w/tc, waarin ia de voor- 
waarde beteekent een gegeven rechte te snijden. Door symbolische 
vermenigvuldiging vindt men dus voor de voorwaarde op « gegeven 
ruimtekrommen te rusten Wi Wg . . . . Ww/tt", zoodat het gezochte 
aantal alleen van het ééne elementairgetal /x" afhangt. We 
vinden dus: 

Het aantal vlakke krommen van den graad m, die in de ruimte 
op « = J m (m + 3) + 3 gegeven vlakke- of ruimtekrommen resp. van 
den graad % , Wg , . . , w« rustenf bedraagt 

_L^(^« _l)(rn + 2)(2m» + Urn' + 49m» + 
+ Olm» + 90m + 18) n, w, . . . n« «). 
Vervolgens gaat Krey (1. c. § 5 en 6) by vlakke krommen in 



1) Zie ook SoHDBERT (89 Crelle'a Journal Bd. 71) en J. de Vries (40 
Verslagen der Kon. Ahad. van JFetenach. 1901). 

^) Tot dit resultaat kan men ook komen door ieder der gegeven krom- 
men in elkaar op bepaalde wijze sn^dende rechten te laten degenereeren. 
Men kan nu op ;^ »2 * • * ^^ verschillende manieren bg ieder dier gedege- 
nereerde krommen een rechte uitzoeken om de vlakke krommen C7mopte 
laten rusten, zoodat men het door Krey opgegeven aantal slechts met 
»1 »3 . . . »M te vermenigvuldigen heeft. 
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de ruimte over tot de beschouwing der singulariteiten. Hy maakt 
hierbij gebruik van de uitbreiding tot de ruimte, die Schubert 
(94 Math. Annalen Bd. 13) aan de formules van Zeuthen (90) 
gegeven heeft, met herstelling van een in de vergelijking (15) van 
Schubert (1. c. p. 445) voorkomende onjuistheid. Op deze wyze 
verkrijgt Krey resultaten, die analoog zyn met die by krommen 
in een vast vlak, waarvan we er boven eenige mededeelden. 



VIERDE HOOFDSTUK. 

Formule van de Jonquières. 



§ 17. Correspondentieprincipe van Chasles en dat van 
Cayley en Brill. 

In 1855 is door Chasles (183 Comptes Rendits t. 41) het begin- 
sel uitgesproken, dat als tusschen de puntenparen op een rechte 
een zoodanige algebraïsche verwantschap bestaat, dat met ieder 
punt Q één punt Q' overeenkomt en omgekeerd, deze verwant- 
schap een bilineaire is en er dus twee samenvallende punten- 
paren (coïncidenties) ztjn. In 1864 heeft Chasles (134 Comptes 
Rendus L 58) dit tot het volgende naar hem genoemde beginsel 
uitgebreid : 

Bestaat er tusschen de puntenparen Q, Q' van een rechte l^n een 
zoodanige algebraïsche correspondentie^ dat met ieder punt Q a' 
punten Q' en met ieder punt Q' a punten Q overeenkomen, dan 
bedraagt het aantal coincidenties 

N—a + a (36) 

Men spreekt in dat geval van een (a, a') correspondentie. 

Dit correspondentiebeginsel komt reeds eerder (1861) voor bfl 
DE Jonquières (12 Journ. de Liouville (2) t. 6), die er echter het 
groote belang niet van schijnt in te zien, daar het beginsel niet 
formeel wordt uitgesproken. Het wordt daar alleen toegepast by 
het bewQs van een tweetal stellingen (Théorème V, p. 117 en 



- 113 - 

Théorème VIT, p. 118), waar het bewfls van het correspondentie- 
beginsel (DE JoNQüiÈRES geeft er dien naam echter niet aan) door 
heen gevlochten wordt. 

Van veel grooter beteekenis is het correspondentiebeginsel echter 
voor Chasles. Met behulp van dat beginsel bepaalt deze zeer vele 
op kegelsneden betrekking hebbende aantallen, waardoor hy er 
toe geleid wordt zyn beroemde stelling ait« + /3y uit te spreken, 
en ook later nog is dat beginsel voor hem een bron om duizenden 
aantallen op te sporen. 

Het is duideiyk, dat de a + a' coincidenties niet noodzakelyk 
van elkaar verschillend behoeven te zyn, zoodat het kan voor- 
komen dat één en hetzelfde punt voor meerdere coincidenties in 
rekening moet worden gebracht. Om het correspondentiebeginsel 
in alle gevallen met zekerheid te kunnen toepassen moet men 
dus met de multipliciteit dier coincidenties volkomen bekend z^n. 
Dienaangaande heeft Zeuthen (137 Nouv. AnnaUa (2) L 6, 188 
Bulletin des sdences math, (1) t, 5) den volgende regel gegeven : 

Het aantal in een punt P samenvallende coincidenties is gelijk 
aan de som der orden der oneindig kleine segmenten QQ' begrepen 
tiisschen een punt Q, waarvan de afstand tot P een oneindig kleine 
der eerste orde is, en de correspondeerende punten Q' i). 

In 1866 breidt Chasles (135 Comptes Rendus t. 62) z^jn beginsel 
uit tot rationale krommen^) zoowel in het platte vlak als in de 
ruimte, waarvoor het onveranderd doorgaat. Dit iseenrechtstreeksch 



^) Het is Merb^ onverschillig of men alle met Q correspondeerende punten 
Q! neemt of alleen die, welke tegel^k met Q tot P naderen ; immers een 
eindige afstand is als van de nulde orde te beschouwen. Verder kan men 
ook uitgaan van een punt Q\ dat op een oneindig kleinen afstand van 
de eerste orde van P verwqderd is, en dit combineeren met de corre- 
spondeerende punten Q; in beide gevallen is het resultaat hetzelfde. 

*) Unicuraaalkrommen volgens Caylby (167 art. 7), krommen van het 
geèlaeM nul volgens Clsbsoh (166). 

8 
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gevolg van het theorema van Lüboth (168 Math. Annalen Bd. 9), vol- 
gens hetwelk een rationale kromme éénduidig op een rechte is af te 
beelden 1). Onmiddeliyk op deze mededeeling van Chasles volgt er 
echter reeds een van Cayley (148 Comptes Bmdvs L 62, ColL Pap. 
Vol. 5; zie ook 144 Proc. of the Land. Math.Soc. Vol. lof 145 Phil. 
Tram. Vol. 158 beide Goll. Pap. Vol. 6), waarin het beginsel tot 
krommen van willekeurig geslacht wordt uitgebreid, en wel aldus : 
Heeft men op een vlakke kromme Gn van het geslacht g een 
(a , a') correspondentie tmschen de punten Q en Q' zoodanig, dat de 
a' punten Q' behoorend by een punt Q de overige sn^punten zvjn 
van On met een van Q afhankelijke kromme 0, die On in c samen- 
vallende punten Q snijdt, dan bedraagt het aantal coinddenties 

N=a + a' + 2cg. 

Cayley bewijst deze stelling evenwel slechts voor het geval, 
dat het samenvallen van c snypunten in het punt Q daardoor 
veroorzaakt wordt, dat de kromme in Q een c-voudig punt 
bezit, terwyi juist bij alle toepassingen, die Cayley van zyn 
beginsel maakt, de krommen On en in Q een c-puntige aanra- 
king vertoonen ; in het laatste geval spreekt men van aanrakings- 
correspondenties. 

Voor dat geval is het correspondentiebeginsel aangetoond door 
Brill (146, 147 en 151 Math. Annalen Bd. 6, 7, 31). Verder onder- 
stelt Brill nog de aanwezigheid van „uitzonderingspunten'\ d.w.z. 
punten, waar alle krommen één- of meermalen doorheen gaan. 



') Bij een rationale kromme kunnen n.1. de coördinaten yan een punt 
als rationale functies van een parameter A worden uitgedrukt, zoodat met 
iedere waarde van A een punt der kromme overeenkomt. Het omgekeerde 
behoeft echter niet het geval te z^n. Door Lü&oth is nu aangetoond, dat 
dan steeds een andere parameter A' zoodanig kan worden gekozen, dat 
wel b^ ieder punt (dubbelpunten uitgezonderd) een waarde van A< behoort, 
hetgeen vroeger zonder bewijs werd aangenomen. 
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Hiertoe wordt men vanzelf gevoerd door de eigenschap, dat de 
correspondentieformule invariant tegenover hirationale tramformaties 
of rationa^l'invariant is ; immers de grootheden N, a, a', c en ^f 
z\jn ieder op zichzelf rationaal-in variant. Het aantal der ultzonde- 
ringspunten daarentegen ondergaat by birationale transformatie 
wel verandering; ze ontstaan er door als ze oorspronkelijk niet 
aanwezig waren, waarom hun aanwezigheid reeds van te voren 
ondersteld wordt. Cayley echter, by wien het rationaal-invariante 
karakter der correspondentieformule geen rol speelt, denkt stil- 
zwijgend deze uitzonderingspunten te ontbreken. 

Zyn Xfj/ de coördinaten van Q en x',y* die van Q', dan kan 
de correspondentie worden voorgesteld door de vergelijking 

0{x,y ; ^' , y') izz O , 

die met ieder punt Q een kromme laat overeenkomen, door 
Brill de correspondentiekromme genoemd. Ondersteld wordt, dat 
deze kromme in Q zelf een c'-voudig punt heeft i);c' wordt dan door 
Beill de waardigheid der correspondentie genoemd. Bovendien gaan 
alle con-espondentiekrommen door eenige vaste uitzonderingspunten. 

Denken we nu het punt Q op een algebraïsche kromme C« gele- 
gen, dan sntjdt de correspondentiekromme van Q de kromme d: 

P. in de op Cn gelegen uitzonderingspunten (dit kunjien tevens 
singuliere punten van Cn zyn), 

2°. eenige malen in het punt Q zelf, 

3°. in eenige punten, die met Q van plaats veranderen, zonder 
het punt Q zelf te z\jn. 

De snijpunten van de 3de soort vormen de a' met Q correspon- 
deerende punten Q'. Het aantal c der sny punten van de tweede 
soort is minstens gelyk aan de waardigheid c' der correspon- 
dentie; hebben we met een aanrakingscorrespondentie te doen. 



^) Hierin ligt ook het geval begrepen, dat de correspondentiekromme niet 
door Q gaat; dan is n.1. c' = 0. 

8* 
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dan is c>d\ in dat geval noemt Brill c de waardigheid der 
correspondentie ten opzichte der kromme Gn. 

Men kan natuurlijk even goed de correspondentiekrommen van 
punten Q' van Gn beschouwen, die dan de punten Q uitsnijden. 
Brill bewast dan ook, dat de correspondentiekromme van Q' de 
de kromme Cn in evenveel punten Q' snydt als de correspon- 
dentiekromme van Q in punten Q, zoodat men in beide gevallen 
op hetzelfde getal c uitkomt. 

De coïncidenties worden nu uit Cn uitgesneden door de „coinci- 
dentiekromme ten opzichte van Gn\ waarvan de vergelyking uit 
e (a;, y ; x\ y') = O alleen dan wordt afgeleid door eenvoudig x = x' 
en y = y' te stellen, als de waardigheid der correspondentie nul 
is; in andere gevallen moeten eerst herleidingen worden toege- 
past om een identiteit te vermyden. Sommige snijpunten van Cn 
met de coincidentiekromme vallen in de op Cn gelegen uitzonde- 
ringspunten en deze moeten niet medegeteld worden. Ook vallen 
er snijpunten in de singuliere punten van Cn. Deze kunnen nog 
als wezenlijke en onwezenlijke coincidenties worden onderscheiden. 
Een coincidentiepunt P noemen we wezenlek als bij nadering 
van Q tot P een der correspondeerende punten Q' langs demelfden 
tak 1) van Cn tot P nadert ; een voorbeeld hiervan levert een in een 
keerpunt vallende coïncidentie. Valt er daarentegen een coïncidentie 
in een gewoon dubbelpunt van Cn op zoodanige wijze dat Q en Q' 
langs verschillende takken er toe naderen, dan is de coïncidentie 
onwezenlijk en wordt niet medegeteld. Het kenmerk van beide soor- 
ten coincidenties is, dat de wezenlijke coincidenties door birationale 
transformaties in gewone coincidenties kunnen veranderd worden, 
terwijl men de onwezenlijke coincidenties door birationale transfor- 
maties kan doen verdwijnen. Alleen het aantal wezenl^ke coinciden- 
ties is dus rationaal'invariant. 



1) Onder een tak verstaan we het geheel der punten, wier coördinaten 
aaB eenzelfde PuisEUx'sche reeksontwikkeling voldoen. 
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Het spreekt van zelf, dat er ook nu coïncidenties kunnen samen- 
vallen. Behooren de samenvallende coïncidenties b\) eenzelfden 
tak van Cn, dan is ook dat een rationaal-invariante eigenschap. 

Door Brill is nu bewezen, dat het aantal wezenlijke coïncidenties 

N=a + a' + 2cg (37) 

bedraagt, ook dan als Gn hoogere singularUeiten bezit, 

Brill (151 Math. Annalen Bd. 31) bepaalt verder nog het aantal 
N' der niet in de singuliere punten vallende coinddenties. Hij geeft 
daarvoor een formule op, die voor het geval dat Cn slechts keer- 
punten ten getale van x bezit luidt: 

N' = a-\-a' + 2cg — cK'), 

hetgeen dus hier op neer komt, dat er in ieder keerpunt c wezen- 
lijke coïncidenties vallen. 

Volgens mij is deze laatste formule alleen dan juist als de 
correspondentie geen aanrakingscorrespondentie is 2). De fout, die 
m. 1. in de afleiding van Brill schuilt, kan ik niet aanwijzen 
zonder zijn geheele redeneering hier te herhalen. Ik volsta daarom 
met de onjuistheid aan een eenvoudig voorbeeld te laten zien. 
Daartoe nemen we voor de correspondentiekromme van een op Cn 
gelegen punt Q de raakiyn in Q aan Cn, zoodat Q' een der w— 2 
tangentiaalpunten van Q is. Bfl deze correspondentie is klaarblijke- 
lijk a = k - 2,a' = w - 2,c = 2. Daar2flf = A; - 2w + 2 + x is, vindt 



^) De formule, die Brill geeft voor het geval, dat Cn hoogere singu- 
lariteiten bezit, stemt met deze formule overeeu, mits men slechts die siu- 
gulariteiten door zooveel keerpunten vervangt ais er volgens CAYLEy(171) 
mede aequivalent zign. Natuurlijk kunnen in bijzondere gevallen nog meer- 
dere coincidenties met de keerpunten samenvallen, reden waarom het 
g^even getal N' slechts als een maximaal aantal te beschouwen is. 

') De juiste formule luidt vermoedeijk : 

iV' = a + a' + 2c^ — c'x . 
Zie omtrent & p. 115. 
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, men voor het aantal wezenlijke coïncidenties volgens vergelijking (37): 
iV=3(A — n) + 2x. 

De coïncidenties worden nu opgeleverd door de 3 (/c — w) + « 
buigpunten en door de keerpunten; uit bovenstaande vergelijking 
volgt dan, dat ieder keerpunt één coïncidentie absorbeert i) en dus 
niet, zooals volgens de BRiLL'sche formule voor N het geval zou 
moeten z^jn, voor c = 2 coïncidenties telt. Deze formule levert ten 
onrechte voor het aantal buiten de keerpunten gelegen coïnci- 
denties 3 (A; — w) op \ 

Dit voorbeeld bewast daarom de onjuistheid der formule voor 
N omdat men minder in de keerpunten vallende wezenlflke coïn- 
cidenties vindt dan de formule aanwast. De formule zou in het 
algemeen nog juist kunnen zijn ook al vielen er in een bijzonder 
geval meer coïncidenties in een keerpunt dan verwacht werd. 

De formule voor N* schynt echter voor Brill geen groote beteeke- 
nis te hebben, daar hy voornamelijk op het ration aal-in variante karak- 
ter der correspondentieformule gewicht legt, in welk geval natuurlijk 
in keerpunten vallende coïncidenties met gewone coïncidenties gelyk 
staan. In het overzicht, dat Brill en Noether van de theorie der 
algebraïsche correspondenties geven (157 Jahresber. der Deutschen 
Math. Ver. Bd. 3), wordt de bestreden formule dan ook niet vermeld. 

Voor de correspondentieformule zijn nog een groot aantal andere 
bewijzen geleverd. Schübert geeft in § 18 van zijn KaUcül een op de 
meetkunde van het aantal berustend bewys, echter slechts voor het 
geval, dat de correspondentie geen aanrakingscorrespondentie is. 

Andere afleidingen zijn nog gegeven door Bobek (150 Wiener Ber. 
Bd. 93 II), Zeüthen (153 Math. Annalen Bd. 40), Sporer (154 Zeiï- 
schrifi f. Math. u. Phys. Bd. 39) e. a. Zeüthen geeft tevens een uit- 
breiding van zijn reeds vermelden regel om de multipliciteit van 



^) Dat dit zoo is vindt men ook bij Cayley (145, art. 101). 
8) Men geeft aan dit voorbeeld zijn eenvoiidigsten vorm door voor Cn 
een kubische kromme met keerpunt te nemen. 
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een coïncidentie te bepalen (1. c. § I), die ook geldt voor het geval, dat 
de coincidentie in een singulier punt der kromme valt. In de nabij- 
heid van een (al of niet singulier) punt S kunnen n.1. de coördinaten 
van een punt der kromme worden voorgesteld door ontwikkelingen 
naar opklimmende geheele positieve machten van een parameter A. 
Men kan nu a als abscis van een punt op een rechte beschouwen, 
waardoor men de kromme in de buurt van het punt S afgebeeld 
krijgt op een rechte. Bepaalt men nu op deze rechte met den reeds 
vermelden regel (zie p. 113) de multipliciteit van het afgebeelde 
coincidentiepunt, dan is dit tevens de multipliciteit van het oor- 
spronkelijke punt S als coincidentie. Verder zy nog vermeld, 
dat Zeuthen (1. c. § III) ook een handelw^ze heeft aangegeven, die 
met voordeel in die gevallen kan worden toegepast, waarby de 
waardigheid negatief (zie § 18) of onbekend is. 



§ 18. Samengestelde correspondenties. 

Een uitbreiding, die Cayley reeds aan zyn formule gaf, bestaat 
in de beschouwing van zoogenaamde samengestelde correspondenties. 
Het is n.1. mogeiyk, dat de correspondentiekromme van een punt 
Q van Cn deze kromme in verschillende groepen van punten snijdt, en 
wel (behalve in c punten Q en in uitzonderingspunten van Cn, welke 
laatste Cayley echter niet beschouwt) in een groep van a'i punten 
0*1 ieder met een multipliciteit pi, in een groep van pg-voudige 
snflpunten Q'z ^^ getale van a'z, enz. Men krijgt dan verschil- 
lende correspondenties, (Q , Q'i) , (Q , Q g), enz., te zamen een 
samengestelde correspondentie vormend. Is nu ^i het aantal coïnci- 
denties der correspondentie (Q , Q'i), N2 dat der correspondentie 
(Q , Q'a), enz., dan is volgens Cayley (144 art. 8) : 

Pi (^1 — «1 — «'1) + P. (^. — «, — «',) + .... = 2cör , 
waarin ai het aantal met Q\ correspondeerende punten Q is, enz. 
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Ook deze formule is door Brill (146 Math, Annalen Bd. 6) bewezen. 
Als voorbeeld nemen we dat, waardoor Caylby (144 art. 9) tot 
de beschouwing van samengestelde correspondenties gekomen is. 
Ter bepaling van het aantal dubbelraakl\jnen neemt Cayley voor 
de correspondentiekromme van een punt Q van Gn het geheel der 
A; — 2 raakltJnen, die men uit Q nog aan Cn trekken kan (c = A; — 2), 
Met Q correspondeeren dan de /c - 2 raakpunten Q\ (pi = 2) en de 
(k — 2) (w — 3) overige snijpunten Q'g (p^ = 1). Nu is echter de 
correspondentie (Q, Q\) niets anders dan de reeds vroeger i) besproken 
correspondentie, waarby de correspondentiekromme van Q\ de 
raakl\jn in Q\ is; voor deze correspondentie is dus de formule 
(37) van toepassing, terwyi Ci = 2 is. Men heeft dus: 

Px W — «1 — «'i) + P« (^« — «. — «'.) = Scg' , 
en: 

N^—a^ — a\ = 2c^g , 

waaruit volgt: 

c — 2?,C, 

N,=a, + a\ + 2—^l^g. 
Pi 

Men ziet dus, dat de overblijvende correspondentie (Q, ^2) /brmceZ 
aan de vergeiyking (37) voldoet met een waardigheid : 

c—p,c. 



P. 

die nu echter geen eenvoudige beteekenis meer heeft. 

Het is duidelijk, dat in dergelyke gevallen de waardigheid ook 
negatief zou kunnen uitvallen % 

Een samengestelde correspondentie kr\jgt men dus in het alge- 



1) Als voorbeeld om de onjuistheid der BttiLL'sche formule voor N* aan 
te toonen. 

2) In het gegeven voorbeeld kan dit geval zich voordoen, daar c = A — 2, 
{?! = 2, jDi = 2, JD3 = 1, dus (?2 = A — 6 is. Voor A = 3, 4 of 5 wordt dus 
de waardigheid der overbligvende correspondentie negatief. 
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meen, als de snflpunten der 3de soort van Gn mei de correspon- 
dentiekromme van Q zich in rationaal scheidbare groepen verdeelen 
(waarby aan de snijpunten van eenzelfde groep eenzelfde multi- 
pliciteit toekomt), zonder dat daarom de correspondentievergeiyking 
zelf splitsbaar is of met behulp van de vergeiyking der gegeven 
kromme splitsbaar gemaakt kan worden i). Doet zich hu het geval 
voor, dat al die partieel-correspondenties (Q , Q'i) , (Q , Q 2), enz. 
zich laten isoleeren op één na, dan voldoen die isoleerbare corre- 
spondenties aan de formule (37) en de niet-isoleerbare /brmeeZ dus 
ook. Deze niet-isoleerbare correspondentie is door Lindemakn (31 
Clbbsch'8 Vorl. Bd. 1, p. 747 noot) voorgesteld als een niet-uitvoer- 
baar quotiënt van verschillende correspondenties, dus in den vorm : 



ip^Vi {x, y ; x\ y') tpjp^ (x, y\x\y') 

De waardigheid dezer correspondentie is gelijk aanc— PiCi— ^2^3 
-... en kan dus negatief zyn. De coincidentievergeiyking is nu 
splitsbaar of kan met behulp van de vergeiyking der gegeven 
kromme splitsbaai* gemaakt worden; de verschillende deelen der 
coincidentiekromme behooren dan Pi>P«>«-- ï^aal tot de totale 
coincidentiekromme en snflden ieder een bepaald soort coinciden- 
ties uit de oorspronkelijke kromme uit. Deze voorstelling als 
quotiënt is de meest algemeene algebraïsche voorstelling vaneen 
correspondentie met negatieve waardigheid. 

Een eenvoudig voorbeeld van zulk een door een quotiënt voor- 
gestelde correspondentie met negatieve waardigheid geeft Brill 
(151 Kath. Annalen Bd. 31, § 13). Ztj Gn de gegeven kromme, die 
door de punten in het oneindige der X- en F-as gaat, en wier 
vergelijking dus luidt: 

f{x, y)z=:Axy+B = O, 



^) Met de coincidentievergel^jking is dit wel mogelijk. 
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waarin A en B geheele rationale functies van x en y van den 
graad n-2 resp. n—l zyn. Door een punt Q"(a;",y") van Ontrekt 
men een rechte evenwijdig aan de X-as, die Cn in n— 2 in het 
eindige gelegen punten Q* (re', y) snfldt, en een rechte evenwijdig 
aan de F-as, die w— 2 in het eindige gelegen snflpunten Q(x,y) 
oplevert. Tusschen Q en Q' bestaat dan een ((w-2)2,(n— 2)») corre- 
spondentie. De correspondentievergeltjking vindt men door uit 

o:" en y" te elimineeren en luidt dus: 

/(-«, y)=o. 

De correspondentiekromme van Q bestaat dus uit de w— 1 
rechten evenwijdig aan de Z-as getrokken door de w— 1 in het 
eindige gelegen snijpunten (Q zelf medegerekend) van Gn met een 
rechte door Q evenwijdig aan de F-as ; de correspondentiekromme 
van Q' krijgt men door X, F en Q, Q' te verwisselen. De verge- 
lijking stelt dus een (w(w-2),w(w-2)) correspondentie voor, waar- 
voor c = l is. Deze correspondentie bevat echter, als men die 
uitsluitend op de kromme Gn beschouwt, twee isoleerbare corre- 
spondenties met correspóndentievergelijkingen x=^x' en y = y*. 
Zonder de vergelijkingen f (x, y) = en f (x\ y) = O, die uitdrukken 
dat Q en Q' op Cn liggen, is de correspondentie echter niet splits- 
baar. De overblijvende correspondentie is onze oorspronkelijke 
((«-2)2, (n- 2)^ coiTespondentie, die niet geïsoleerd kan worden 
voorgesteld, maar volgens Lindemann geschreven wordt in den 
vorm van het niet uitvoerbare quotiënt: 



De correspondenties x = x' en y = y' zijn beide (n— 2, w— 2) cor- 
respondenties, waarvoor c=l is. De overblijvende niet-isol eer bare 
correspondentie is dus een ((w— 2)^, (w-2)2) correspondentie met 
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een waardigheid 1 — 1—1=— 1. Naar behooren is het aantal coïn- 
cidenties daarvan gel^k aan 

(„_2)« + („-2)» + 2(-l)«7. 

Het begrip „negatieve waardigheid*' is het eerst door Hürwitz 
(149 Math, Annalen Bd. 28) ingevoerd. Nadat Lindbmann (148 
Crelle'8 Journ. Bd. 84, 81 Clebsch's Vorl. p. 720— 758) aan het cor- 
respondentiebeginsel een transcendente formuleering gegeven had, 
is later op andere w^ze door Hürwitz de correspondentie opeen 
RiEMANN'sch oppervlak eveneens met hulpmiddelen uit de functie- 
theorie onderzocht. Het begrip correapondentie is dan daardoor 
gedefinieerd, dat met een punt Q van het RiBMANN*sche oppervlak 
a' punten Q' zoodanig overeenkomen, dat die a' punten Q' slechts 
onderling verwisselen als Q op het oppervlak een gesloten baan 
beschryft. De correspondentie is algebraïsch als het verband tus- 
schen Q en Q' analytisch is. By zyn onderzoekingen is Hürwitz 
tot correspondenties gekomen, die niet door één, maar minstens 
door twee correspondentievergeiykingen worden voorgesteld, die 
een deel hunner oplossingen gemeenschappelyk hebben. Deze cor- 
respondenties z\jn öf correspondenties met negatieve waardigheid 
of dezulke, die door Hürwitz singuliere correspondenties genoemd 
zyn. Daartegenover staan de waardigheidscorrespondentieSf die een 
positieve of negatieve waardigheid hebben. 

Deze singuliere corrrespondenties worden voorgesteld door twee 
van elkaar onafhankelijke correspondentievergelijkingen, die echter 
op de kromme, waarop we de correspondentie beschouwen, toch 
nog een oneindig aantal gemeenschappeiyke oplossingen toelaten i). 
Voor het aantal coïncidenties van een dergel^ke singuliere corre- 



^) Een correspondentievergelgkiDg vertegenwoordigt oo* correspondee- 
rende pantenparen. Twee van elkaar onafhankelijke vergel^kingen hebben 
dus oc* puntenparen gemeen, waarvan er op een willekenrige kromme oo®, 
dus een eindig aantal, gelegen zijn. Het kan nu echter voorkomen, dat er op 
een b^zondere kromme oo^ dier gemeenschappelijke puntenparen gelegen zjjn. 
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spondentie vindt Hürwitz een uitdrukking, die behalve de termen 
a en a' niet één, maar nog een zeker aantal (/x) termen bevat. 
Voor ft = l is de correspondentie een waardigheidscorrespondentie 
en gaat zUn formule in die van Cayley over. 

Ten slotte zy nog vermeld, dat door Burkhakdt (156 Gompies 
Rendus t. 126) ook het begrip gebroken waardigheid is ingevoerd, 
waarbij dan de waardigheid door de vergelijking N=a+a'+2cg 
gedefinieerd is, welke definitie ook reeds door Zeüthbn (153 § III) 
gegeven is. Verder bewyst Bürkhardt nog, dat het aantal coïnci- 
denties in geen geval grooter dan (a + a') (gr + 1) ztjn kan, zoodat 
steeds c<i(a + a') is. 

Voor het overige zy naar de in het literatuuroverzicht ge- 
noemde oorspronkeiyke verhandelingen verwezen. Een algebraïsche 
behandeling van het correspondentiebeginsel met verscheidene 
toepassingen vindt men in Clebsch-Lindemann (31, p. 441—474), 
terwfll men daar (p. 720—753) ook transcendente ontwikkelingen 
vinden zal. Wat de latere literatuur aangaat zfl vooral verwezen 
naar het overzicht, dat Brill en Noether (157) van beide rich- 
tingen geven. 



§ 19. Discmsie der formule van de Jonqüières. 

De Jonqüières (161 Orelle's Joum, Bd. 66) heeft een formule 
opgesteld, die het aantal vlakke krommen van den graad m (Cm) 
aangeeft, die aan een gegeven vlakke kromme van den graad n 
(On) t vrye aanrakingen (aanrakingen in niet-gegeven punten) 
resp. van de orde a, b, c, enz. volbrengen en door 

ƒ = i m (m + 3) — (a + 6 + c + . . .) 

gegeven punten gaan, waarvan er p op Cn zelf gelegen zyn i). 



^) De notaties stemmen niet met die van de Jonquiekes oyereen. 
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Hy onderstelt hierbjj Cn in het bezit van J gewone dubbelpunten, 
maar zonder keerpunten en hoogere singulariteiten, zoodat het 
geslacht g van Gn gelijk is aan : 

g=^{n^l){n-2)-ö. 

De Jonqujebes voert echter in z^n formule niet het geslacht 
in maar een grootheid D = (w - 1) (w - 2) — 2^? = 2g. Door Caylby 
(3 Phil Tram. Vol. 158, Goll. Papers Vol. 6, art. 74) is in de for- 
mule van DB JoNQüiÊRES hot geslacht („deflciency") ingevoerd. 
Deze formule luidt in den door Cayley daaraan gegeven vorm : 

(a, 6, c, ) = 

i + [mn-(a+b+c+...)'-p-l]t-H a+ b + c +...)Q/]ij 
/ J-1VAJ.1W -^1. ] + [»ww-(a+&+c+...)-p-2]«-2(a&-fac +bc + ...){g]^\ 
(a-|-l)((H-l)(c+l)... < ^ f^^_ (a+b+c+...) -p- 3]^-3 (abc+abd+bcd+ ...) \g]^ '^^^ 

+ 1 

\+[mn'-(a+b+c+...)-p-t]^ (abc )[g]tl 

Hierin stelt (a, b^c,.. .) het gevraagde aantal krommen Cm voor, 
terwijl 

[ay = ^ (^ — 1) (^ — 2) (4? — i -f 1) 

is, zoodat lx]^ = x en [a;]o = l is en [x]« = voor i>x. 

De formule (38) geeft echter alleen dan het gevraagde aantal 
krommen aan, als de aanrakingsindices a,b,c,... alle van elkaar 
verschillen. Ztjn er daarentegen onder die getallen et, die onder- 
ling geiyk z^n, andere eveneens onderling geiyk enz., dan moet 
het opgegeven aantal nog door 

gedeeld worden. Hierin stelt P dus het aantal malen voor, waarop 
de onderling geiyke der aanrakingsindices onderling gepermuteerd 
kunnen worden. 
Door in plaats van naar de krommen Cm naar de op Cn gelegen 
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raakpunten te vragen kan men het probleem zoo stellen, dat ook 
voor het geval, dat niet alle aanrakingsindices onderling ver- 
schillen, de vergelijking (38) het aantal oplossingen blijft voor- 
stellen, n.1. als volgt: 

Op hoeveel manieren kan men bij t niet-gegeven punten der gegeven 
kromme Gn de letters A,BfCf... plaatsen, zoodanig dat er door 
km(m + S) — (a + b + c + ...) gegeven punten, waarvan er p op 
Gn zelf liggen, een kromme van den m^en graadmogeliikis,dieCnin 
A avoudig aanrcuikt, in B h-voudig, enz, ? 

Is nu b.v. a = b en zy Ai,Bi,Ci,... een groep van punten, die 
aan de vraag voldoen, dan kan men zoowel bfl het punt Ai de 
letter A en btj het punt ^i de letter B plaatsen als omgekeerd. 
Men heeft dus eenzelfde puntengroep tweemaal als een oplossing 
van de boven gestelde vraag aan te merken, n.1. al& Ai,Bi,Cfi,... 
en als By, Ai, Ci, . . . 

By de in de volgende paragrafen te geven afleiding zullen we 
echter gemakshalve onderstellen, dat alle aanrakingsindices onder- 
ling verschillen. Is dit niet het geval, dan blykt die afleiding toch 
onveranderd door te gaan, als we naar de op Cn gelegen punten- 
groepen en niet naar de krommen Cm vragen en het probleem 
dan stellen zooals we het boven geformuleerd hebben. Men heeft 
dan, om het aantal gevraagde krommen te verkregen, slechts 
achteraf het gevonden aantal puntengroepen door P te deelen. 

De Jonqüières beschouwt alleen het geval, dat van de f gegeven 
punten er p in gewone punten van Gn vallen, met inbegrip van 
het geval, dat die p gegeven punten geheel of by groepen door 
verschuiving langs Gn zynsamengevallen, hetgeen dan een of meer 
aanrakingen aan Gn van voorgeschreven orden in gegeven pun- 
ten beteekent. Zooals gemakkelyk blykt gaat evenwel de afleiding, 
die DE Jonqüières geeft, onveranderd door als dit samenvallen 
niet uitsluitend door verschuiving langs Gn plaats vindt en ook 
als er gegeven punten in dubbelpunten van Gn vallen, waarby er 
weer meerdere gegeven punten in eenzelfde dubbelpunt al of niet 
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door verschuiving langs Gi kunnen ssimenvsilen. In al deze gevaüen 
is de vergelijking (38) juist, mits men onder p niet versta het aantal 
op Cn gelegen gegeven punten, maar het aantal vaste snijpunten 
van Cm en Cn. Onder de vaste snijpunten van Cm en Cn verstaan 
we die sngpunten, die voor alle door de gegeven punten gaande 
krommen Cm dezelfde z^n, dus het aantal sn^punten van Cn met 
een willekeurige door de gegeven punten gaande kromme Cm, die 
in de vaste punten ^) van het stelsel der door de gegeven punten 
gaande krommen Cm vallen. 

Lichten we dit door enkele voorbeelden toe. Vallen twee gege- 
ven punten in een gewoon punt van Cn zoodanig samen, dat de 
limiet hunner verbindingslijn geen raakiyn aan Cn is (dus niet 
door verschuiving langs Cn), dan beteekent dit, dat Cm door een 
gegeven punt van Cn gaan moet en daar een gegeven raakl^n 
heeft, die echter van de raakiyn aan Cn verschilt; in dit geval 
vallen er twee gegeven punten op Cn samen, hetgeen echter slechs 
voor één vast snijpunt telt. Vallen drie gegeven punten in een 
gewoon punt van Cn samen, dan is in dat punt raakiyn en krom- 
ming van Cm gegeven; wanneer nu de raakiyn wel maar de 
kromming niet met die van Cn overeenstemt, dan heeft men drie 
op Cn gelegen gegeven punten, die voor twee vaste snijpunten 
tellen. Valt één enkel gegeven punt in een dubbelpunt van Cn, 
dan vertegenwoordigt dit twee vaste snijpunten. Vallen er twee 
gegeven punten in een dubbelpunt samen, dan geefb dit twee 
vaste snijpunten als de verbindingsl\Jn dier gegeven punten van 
beide dubbelpuntsraakl\Jnen verschilt en drie vaste snijpunten als 
die verbindingsiyn met een der dubbelpuntsraakl\Jnen samenvalt. 
Men ziet gemakkelflk hoe deze voorbeelden te vermeerderen z^Jn. 



^) Desse vaste punten behoeven niet beperkt te zjjn tot de gegeven punten, 
daar de mogel^'kheid bestaat, dat alle door de gegeven punten gaande 
krommen C^ nog door eenige andere vaste punten gaan. Dit geval doet zich 
b.v. voor als het aantal gegeven punten } m (m -|- 3) — 1 bedraagt en m > 2 is. 
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Aan den anderen kant is echter de formule, die de Jonqüiêrbs 
geeft, quasi algemeener dan de vergelijking (38), doordat de 
JoNQüiÈRES de voorwaarde van het gaan door de g=/*—j9 niet op Cii 
gelegen gegeven punten vervangt door een g voudige algebraïsche 
voorwaarde, die onafTiankel^k is van de gegeven kromme. Zy 
fi het aantal krommen Cm, die aan die gvoudige voorwaardevol- 
doen en door } m (m + 3) — g gegeven punten gaan, dan moet de 
in vergeiyking (38) gegeven uitdrukking voor (a, &, c, . . .) nog 
slechts met den factor fi vermenigvuldigd worden. Dat dit zoo is 
ziet men het gemakkelijkst in door de krommen Cm voor te stellen 
door parametrische punten in een « = è m (m + 3)-dimensionale 
ruimte (zie Hoofdstuk I). De «-g-voudige voorwaarde, dat Gn aan 
de gegeven kramme de voorgeschreven aanrakingen vertoont en 
door de op Gn gelegen gegeven punten gaat, is voldaan als het 
parametrische punt P op een meetkundige plaats GKg) gelegen is; 
zfl deze van den graad N. De g-voudige aan Cn vreemde voor- 
waarde is voldaan als P op een meetkundige plaats G{<^—9) ligt ; 
deze is van den graad /x^). Beide meetkundige plaatsen door- 
snijden elkaar in het algemeen, volgens een puntenstelsel, dat dan 
van den graad fxN is, d. w. z. /jlN punten bevat. Er zyn dus fiN 
krommen, die aan de g-voudige algebraïsche voorwaarde en tege- 
lykertyd aan de «— g-voudige aanrakingsvoor waarde voldoen, ter- 
wyi er N krommen zyn, die aan de «—g-voudige aanrakingsvoor- 
waarde voldoen en door q willekeurig gegeven punten gaan. 

De moeiiykheid, die zich hier voordoet, ligt hierin wat men 
onder „in het algemeen" te verstaan heeft, dus wanneer deg-vou- 
dige voorwaarde van de gegeven kromme voldoende onafhankeiyk 
is. Het kan n.1. gebeuren, dat de beide meetkundige plaatsen 
0(9) en ö(»-9) een doorsnede van meer dan nul dimensies heb- 
ben en bovendien nog een gemeenschappeiyk puntenstelsel (door- 



^) Immers b^ de voorwaarde door u — q gegeven punten te gaan 
behoort een lineaire meetkundige plaats. 
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snydingsresidu, zie § 1); het aantal dier punten ondergaat dan 
een reductie. Dit geval kan zich voordoen ook al ztjn schijnbaar 
de beide voorwaarden geheel van elkaar onaf hankeiyk ; is b.v. 
Cm een kegelsnede, dan gaan (zooals we in § 3 gezien hebben) 
de meetkundige plaatsen behoorend by de aanrakingsvoorwaarden 
van twee willekeurig ten opzichte van elkaar gelegen gegeven 
krommen toch beide door het puntenpaar oppervlak^). Ik heb 
<iaarom de in het midden gelaten ^-voudige algebraïsche voorwaarde 
door de concrete voorwaarde van het gaan door q gegeven punten 
vervangen, hetgeen Cayley (3) by zyn beschouwingen ook doet. 



§ 20. Bew^s van de formule van de Jonqüiêres voor een 
algemeene rationale Cn. 

Is de gegeven kromme rationaal, dan is g = en luidt dus de 
formule, die bewezen moet worden : 

(a,6,c,...) = (a+l)(6+l)(c+l)...[mn-(a+6+c+...)-rf^(39) 

We noemen een aanrakingsprobleem met ^i voorgeschreven 
vrije aanrakingen resp. van de orden ai, 6i, Ci, . . . lager dan een 
probleem met t aanrakingen resp. van de orden a, 6, c, . . ., als öf 
ti<t is, bf ti^t maar «i <a, &i < &, Ci < c, . . ., waarin minstens 
éénmaal het teeken < genomen moet worden. We onderstellen 
nu met de Jonqüiêres, dat voor alle lagere aanrakingsproblemen 
de. formule reeds bewezen is, en willen de juistheid dier formule 
dan ook voor (a, 6, c, . . .) aantoonen. We schrijven hiervoor in het 
volgende (a, &, c, . . .)p om het aantal vaste snypunten van Cm en 
Cn aan te geven. 



1) De gedeeltelijke afhankelijkheid der voorwaarden zit dan reeds daarin, 
dat het beide aanrakittffsvoortoaarden zijjn. 

9 
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Door een willekeurig punt Q van Cn en de a-1 volgende 
punten kunnen {b, c, . . .)H-a krommen Cm gebracht worden, die 
Cn in t-1 niet-gegeven punten resp. 6-, c-, enz.-voudig aanraken 
en door de gegeven (gedeeltelijk op, gedeelteiyk buiten Cn gele- 
gen) punten gaan. Ieder dier krommen snydt Cn behalve in de 
contactpunten (Q medegerekend) en de p vaste snQpunten nog in 
mn—ia + b + c + .,,)— p—t +1 punten Q', zoodat met ieder punt Q 

A' z=i \mn — (a -{- b -{- c -]'...)— p — t + 1\ {b^ Cj . . .)p^ 

punten Q' correspondeeren. 

Omgekeerd vindt men uit Q' het punt Q terug door de (a— 1, 6, Cf...)p+i 
krommen Cm aan te brengen, die door Q' en de gegeven punten 
gaan en Cn in t punten resp. a— 1-, 6-, c-, enz.-voudig aanraken; 
het punt Q is dan het punt van a— 1-voudige aanraking. Met 
Q' correspondeeren dus 

A = (a—l,b,c,.. .)p+i 

punten Q. 

Men heeft dus op Cn een {AfA') correspondentie en dus volgens 
het CHASLEs'sche correspondentiebeginsel voor rationale krommen 
A + A' coincidenties. Deze coincidenties leveren de {a,b,c,...)p 
krommen Cm op, die aan Cn t vrye aanrakingen resp. van de orden 
a,b,c,,.. vertoonen. Men vindt zoo dus : 

(a, 6, c, . . .)p = -4 -f- -4'. 

Daar we de juistheid van vergelijking (39) voor lagere aan- 
rakingsproblemen hebben aangenomen, is 

(6,c, . . .)p+a = {b + l)(c + 1) . . . . [mn — (« + 6 + c + . . .)— p]«-i , 
dus 

^' = (6 + 1 ) (c + 1 ) . . . . [mn — (a + 6 + c + . . .) — p]' 
en 

^ = a(6 -f l)(c + 1). . . . [mn — (tt + 6 4-c + . . .) —pY , 
waaruit door optelling volgt: 
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{a,b,c,...)p={a+l)(b + l){c + l)....[mn-{a + b + c + ...)^pY^ 

in overeenstemming met vergeiyking (39). 

Op deze w^jze kan dus, als de juistheid der formule (39) voor 
een bepaald geval bekend is, de orde van ieder der aanrakingen 
willekeurig vergroot worden. De Jonquières bewyst nu door nog 
eens het correspondentiebeginsel toe te passen, dat ook het aanto^ 
der vrye aanrakingen vergroot kan worden. Dit gedeelte van zyn 
bewtjs kan echter als volgt bekort worden door invoering van 
nul-voudige aanrakingen, d. w. z. gewone doorsnijdingen i). 

We beschouwen de formule als bewezen voor ^ — 1 aanrakingen 
resp. van de orden 6, c, . . . . Voegt men nu de nul-voudige voor- 
waarde van nul-voudige aanraking aan Gn toe, dan verandert het 
aantal oplossingen niet als men op de krommen Cm, maar wel 
als men (hetgeen we blijkens de bewijsvoering steeds doen) op de 
groepen der contactpunten let. De krommen Cm en Cn snyden 
elkaar n.1. in mn—{b + c + ...)-'p—t + l buiten de 6-, c-, enz.- 
voudige contactpunten en buiten de gegeven punten gelegen punten, 
waarvan men ieder op zyn beurt als het nul-voudige contactpunt 
kan beschouwen. Door toevoeging dier nul-voudige voorwaarde wordt 
dus het aantal gevraagde pwwtewöfroepe» met mn—(&+c+...)-p-H-l 
vermenigvuldigd, waaruit volgt: 

(0, 6, c, . .)^ = {mn — (6 4- c + . . .) — p — « + 1} (6, c, . . .)//• 

Neemt men nu aan, dat de formule (39) voor (6, c, . . .)p reeds 
bewezen is, dan vindt men: 

{0,b,c,...)p=z(0+l)(b+l)(c + l)...[mn^(0 + b + c+...)^pV. 

eveneens met vergelijking (39) in overeenstemming. 



^) Dat de formule van de Jonquiebes ook voor nul-voudige aanrakingen 
geldig bljjfk is ook door Gaylet (162 Gompies RenduB t 63) opgemerkt, 
zonder echter daarvan voor de afleiding der formule gebruik te maken. 

9* 
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Is nu eenmaal de formule voor (0, 6, c, . . ,)p bewezen, dan kan 
ze met behulp der voorafgaande beschouwingen (die onveranderd 
doorgaan als a = l is) worden uitgebreid tot (1, 6, c, . . .)/>, enz. 

Nu moet nog slechts de juistheid van het punt van uitgang 
worden aangetoond, dus dat de formule in het eenvoudigste geval 
juist is. Dit is het geval ^ = 1, a = O i). De aanrakingsvoorwaarde 
is nu nul-voudig, zoodat de kromme Cm reeds doordeim(m + 3) 
gegeven punten bepaald is, en wel ondubbelzinnig. Deze Cm snijdt 
Cn in mn-p buiten de gegeven punten gelegen punten, waarvan 
ieder als het nul-voudige contactpunt beschouwd kan worden. 
Derhalve is het aantal gevraagde puntengroepen mn—p, dus: 

{0)=[mn-p]\ 

in overeenstemming met vergeljyking (39). Hiermede is het ver- 
langde bewys volledig geleverd. 



§ 21. Bewijs van de formule van de Jonquières voor een 
niet-rationale Cn met gewone dubbelpunten. 

In de vorige paragraaf is de juistheid der formule van de 
Jonquières aangetoond voor een kromme Cm waarvan de coördinaten 
der punten rationaal in een parameter A kunnen worden uitgedrukt. 
Een Cn die i(w— l)(w— 2) gewone dubbelpunten bezit is echter een 
rationale kromme, zooals door Clebsch (165 Crelle's Joum. Bd. 64) 
is aangetoond «). Zulk een kromme onderscheidt zich van een 
kromme met ê gewone dubbelpunten, dus van een kromme van het 



^) De Jonquièbes neemt minder eenvoudig als punt van uitgang het 
geval ^=1, a = l (l.c. § VII). 

2) Een bewijs hiervoor vindt men ook in Salmon — Fisdleb. Hök, Kurven 
art. 44. 
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geslacht 9 = i (w - 1) (» - 2) - <r, door de meerdere aanwezigheid van 
g dubbelpunten. Is (a, 6, c, . . .) het gezochte aantal voor een alge- 
meene kromme Cn van het geslacht g i) en (a, &, c, . . .)' dit aantal 
voor een algemeene rationale kromme C'n, dan wordt het verschil 
tusschen die aantallen door de g meerdere dubbelpunten der 
rationale kromme veroorzaakt. Bepaalt men dus het aantal R der 
krommen Cm, die aan C'n een of meer der voorgeschreven aan- 
rakingen in die g dubbelpunten uitvoeren, dan is 

(a, 6, c, . . .) = (a, 6, c, ...)' + J^ » 
dus volgens vergelQking (39): 

(a,6,c,...) = (a + l)(6 + l)...[ww — (a + 6 + ...)— PP+J2. 

Het komt er dus slechts op aan R te bepalen. Het is duidel^k, 
dat de g dubbelpunten, waardoor R veroorzaakt wordt, buiten de 
gegeven punten vallend gedacht kunnen worden ^). Beschouwen 
we nu een Cm door een dier g dubbelpunten, die aan een der 
door dat dubbelpunt gaande takken van C'n een a-1-voudige aan- 
raking vertoont en aan de overige voorwaarden op eigeniyke w^ze 
voldoet, dan snydt deze Cm de kromme C'n in a + 1 in het dub- 
belpunt vallende punten en voert daar dus een oneigeniyke a-vou- 
dige aanraking uit. Daar nu de Cm aan C'n /-Ivry e aanrakingen 
uitvoert en C'n in p + a + 1 in de gegeven punten (waartoe nu 
ook dit dubbelpunt moet gerekend worden) vallende punten snijdt, 
is het aantal dier krommen Cm voor ieder der beide takken door 
ieder dier g dubbelpunten geiyk aan (b, c, . . .)'p+a+\ (waarbü het 



1) D, w. z. algemeen in haar geslacht uit het oogpunt van punt-coör- 
dinaten. 

^ Immers bij de kromme Cn van het geslacht ff, waarvoor we de formule 
van DE JoNQUiÈRES willcu bewqzen, ontbreken juist die ff dubbelpunten. 
Het aantal R is het aantal oplossingen, die ontstaan als men ff dubbel- 
punten der rationale kromme laat verdwijnen. 
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accent weer aangeeft, dat de gegeven kromme rationaal en de 
vergeiyking (89) dus van toepassing is), dus aan 

(J + 1) (c + 1) . . . [mn — (a + 6 + c + . . .) — P — 1]'~^ » 

welk aantal voor de g dubbelpunten te zamen met 2g vermenig- 
vuldigd moet worden. 

Ieder dier krommen Cm moet echter met een zekere multipU- 
citeit in rekening gebracht worden. Om die multipliciteit te bepalen 
past DB JoNQuiÈRES de vergelijking (39) achtereenvolgens toe op 
een rechte en op een kegelsnede (beide rationale krommen) als 
gegeven kromme, en wel (daar de overige aanrakingen toch eigenlijk 
worden uitgevoerd en de eenige oorzaak voor de multipliciteit in 
de in het dubbelpunt uitgevoerde oneigeniyke a-voudige aanraking 
gelegen is) voor het geval t = l. Door de zoo verkregen aantallen 
oplossingen voor een niet en voor een wel gedegenereerde kegel- 
snede met elkaar te vergeliyken vindt de Jonqüières, dat by een uit 
twee rechten bestaande kegelsnede het aantal eigeniyke oplossingen 
door de aanwezigheid van het dubbelpunt met a(a + l) vermin- 
derd is. Hieruit leidt de Jonqüières ook voor het geval, dat t 
vTillekeurig is en men met een dubbelpunt eener kromme van 
hoogeren gi^aad te doen heeft, af: 

I. Een Cm, die in een dubbelpunt van Cn aan een der beide door 
het dubbelpunt gaande takken een a—l-voudige aanraking vertoont 
en aan de overige voorwaarden eigenlek voldoet, telt voor i a (a + 1) 
oneigenlijke oplossingen. 

De Jonqüières* afleiding van dezen regel heeft echter het bezwaar, 
dat het niet steeds mogelijk is voor de gegeven kromme een 
rechte of een kegelsnede te kiezen (zie § 24). Btj de vraag naar de 
buigraaklijnen (m = 1, ^ = 1, a = 2) b. v. verliest de formule (39) 
haar geldigheid, als we voor de gegeven kromme een rechte kiezen. 

Men kan deze moeilijkheid op de volgende w^ze ontgaan. Zij 
X de in bovenstaanden regel genoemde multipliciteit. Het ligt 
nu voor de hand aan te nemen, dat x alleen van den aard 
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van het aanrakingsprobleem maar niet van de gegeven kromme 
afhangt. Daar we, zooals boven uiteen gezet is, t=l kunnen 
stellen, zal dus z van a en mogeiyk ook van m, maar niet 
van n afhangen i). De Cm is nu door de voorwaarde door de 
gegeven punten te gaan en in een bepaald aangewezen dubbel- 
punt van Cn een aangewezen tak door het dubbelpunta-1-voudig 
aan te raken ondubbelzinnig bepaald. 6y een rationale Cn met 
}(w— l)(w— 2) dubbelpunten heeft men dus (n-l)(n- 2) dergelijke 
krommen Cm, aan alle waarvan dezelfde multipliciteit x toekomt. 
Liggen de gegeven punten geheel willekeurig (p = 0), dan heeft 
men volgens de vergelijking (39) by een rationale d (a+l)(mw— a) 
eigenlijke oplossingen en volgens het voorgaande x{n-l){n-'2) 
oneigeniyke oplossingen. B^j een punt-algemeene Cn is dus by 
willekeurige ligging der gegeven punten het aantal eigenlijke 
oplossingen gelijk aan 

Nn={a + 1) (mn — a) + ^ (m — 1) (w — 2) 

waarin 

i? == (a + 1) m — 3^ , 
C == — a (a + 1) 4- 2a? 

is. Bestaat Cn nu uit twee punt-algemeene willekeurig ten opzichte 
van elkaar gelegen krommen Cm en Cwj (Wi + W2 = w), dan heeft 
Cn ni n^ gewone dubbelpunten, die het aantal eigenlijke oplossingen 
met 2xnin% verminderen. Dit aantal bedraagt dus -^wi+n, — 2a; Wi Wg 
maar ook N^ + Nn^, zoodat men vindt: 



1) Dat X niet van n afhangt wordt ook bij de afleiding van de Jonquièbes 
stilzwjgend aangenomen. 
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Aan deze vergelijking moet identiek voldaan ztjn voor alle waar- 
den van % en Wg, waaruit volgt: 

Cz=zO. 

Aan de eerste vergeiyking is blijkens de beteekenis van A 
reeds voldaan, terwijl uit de tweede vergelijking volgt: 

^ = i a (a + 1) , 

in overeenstemming met regel I. 

Uit dezen regel leidt de Jonqüiêres voor het geval, dat t een 
willekeurige waarde heeft en er meerdere vrije aanrakingen op 
oneigenlijke wijze in dubbelpunten van Cn worden uitgevoerd, als 
van zelf sprekende gevolgtrekking af: 

II. Een Cnif die door twee ditbbelpunten van Cn gaat en in ieder 
dubbelpunt aan een der takken van Cneena- 1- resp. b — l-vcmdige aan- 
raking vertoont en aan de overige voorwaarden eigenlijk voldoet^ telt 
voor Vé a(a + l)b(b + l) oneigenlijke oplossingen. Enz. 

Opgemerkt zy nog, dat voor a>\ öf de eene öf de andere 
tak van Cn door het dubbelpunt a- 1-voudig kan worden aange- 
raakt. Is echter a = 1, dan vertoont een Cw, die door dat dubbel- 
punt gaat, zoowel aan den eenen als aan den anderen tak een 
a-1 =0-voudige aanraking. Voldoet deze Cm aan de overige voor- 
waarden eigenlijk, dan moet ze tweemaal in rekening worden 
gebracht (als 0-voudig rakend aan den eenen en als 0-voudig 
rakend aan den anderen tak) en wel beide keeren i a (a + 1) = 1 
maal geteld. In dat geval vallen dus de beide i a (a + 1) maal 
tellende oplossingen samen. 

Men kan nu gemakkelijk aftellen hoeveel krommen Cm er zijn, 
die één of twee of drie enz. der vrije aanrakingen op oneigenlijke 
wijze in één of twee of drie enz. der g meerdere dubbelpunten 
der rationale Cn uitvoeren, en ieder dier krommen met de door 
bovenstaande regels aangegeven multipliciteit in rekening brengen. 
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Men ziet zoo term voor term der formule (38) van de Jonqüières 
voor den dag komen. De tweede term ontstaat n.1. uit de krom- 
men Cm, die één der aanrakingen oneigenlijk (d. w. z. in een 
dubbelpunt van C'n) volbrengen ; de derde term uit de krommen 
met twee oneigenlijke aanrakingen, enz. 



§ 22. MultipliciteU der oneigenlijke 'oplossingen. 

Zooals uit de afleiding der formule van de Jonqüières blijkt 
zijn onder de (a, b,c,...)p oplossingen niet medegeteld die krom- 
men Cm, die b.v. een a-voudige aanraking in een op Cn gelegen 
gegeven punt uitvoeren i). Het is duideiyk dat de (b, c, . . . )p+a 
krommen Cmt die in dat gegeven punt de a-voudige aanraking 
uitvoeren en aan de overige voorwaarden eigenlgk voldoen wel als 
oplossingen maar dan als oneigenlijke oplossingen moeten beschouwd 
worden, waarvan de multipliciteit gemakkeiyk te bepalen is. 

Daartoe nemen we het eenvoudigste geval, n.1. / = 1. Dan is 
volgens vergeiyking (38) : 

(a) = (a + l){7wn + a(^-l)-p}. . . (40) 

Het biykt dus dat het aantal eigeniyke oplossingen door ieder 
der p op Cn gelegen gegeven punten meta + 1 vermindert 2). Hier- 
uit leiden we, ook voor het geval dat het aantal vrije aanra- 
kingen grooter dan één is, af: 

I. Een Cm, die de a-voudige vrije aanraking in een op Cn gelegen 
gegeven punt uitvoert en aan de overige voorwaarden eigenlijk vol- 
doetj telt voor a + l oneigenl^ke oplossingen. 



^) Tenminste nis er in dnt punt slechts a -f- 1 snijpunten samenvallen . 
-) M. a. w. er zullen a+1 eigenlijke oplossiugen samenvallen en onei- 
genlijk worden ails een gegeven punt tot Cn nadert. 
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Heeft men den invloed der dubbelpunten op het aantal eigen- 
lijke oplossingen reeds in rekening gebracht en laat men nu een 
gegeven punt tot een dubbelpunt van Cn naderen, dan ontstaan 
er evenveel oneigenlijke oplossingen als wanneer er twee gegeven 
punten tot Cn naderden. Men heeft nu n.1. oneigenlijke oplossin- 
gen, die den eenen tak, en die welke den anderen tak door dat 
dubbelpunt a-voudig aanraken. 

Uit den boven gegeven regel kan men gemakkel^k regels afleiden 
voor de multipliciteit der oneigenlijke oplossingen, die twee of 
meer der voorgeschreven aanrakingen in op Cn gelegen gegeven 
punten uitvoeren. Men vindt zoo: 

II. Een Cm, die twee vrije aanrakingen van de orden a en b in 
gegeven punten uitvoert en aan de overige voorwaarden eigenlijk 
voldoetj telt voor (a + l)(b + 1) oneigenlijke oplossingen. Enz. 

Men kan dezen regel voor het geval van twee voorgeschreven 
aanrakingen (^ = 2) gemakkelijk controleeren. Dan is n.1. volgens 
vergelöking (38) : 

(a,b)=z{a + l)(b + l)\[mn-(a+b)y + 

^[n,n-(a + b)-iy{a + b)[gy+ab[gy\- 
— p(a + l)(b + l)(mn + b {g — 1) - p — a) — 
-p(a + 1)(6 + l)(mn + a(^ - 1) -p - b)- 
-pCp-l)(a+l)(6 + l). 
Hierin is p(b + 1) (mn + b{g — l)-p — a) het aantal krommen 
Cm, die de a-voudige aanraking in een der op Cn gelegen gegeven 
punten uitvoeren, waarvan ieder a-f 1 maal geteld moet worden. 
De volgende term heeft een analoge beteekenis, terwijl er verder 
nog p(p — l) krommen Cm zyn, die beide aanrakingen in op 
Cn gelegen gegeven punten uitvoeren, waaraan dus blykens boven- 
staande vergelijking een multipliciteit (a + l)(6 + l) toekomt, in 
overeenstemming met dèn gegeven regel. 

Men kan deze regels natuurlek ook combineeren met die van 
§ 21 en vindt zoo b.v. : 
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III. Een Cm^ die de Gn in een gegeven punt a-voudig aanraakt 
en door een buiten de gegeven punten gelegen dubbelpunt van Cn gaat 
en daar een der takken do(yr het dubbelpunt b—l-voudig aanraxikt en 
aan de overige voorwaarden eigenlijk voldoet, telt voor (a+1) ,ib(b+l) 
oneigenl^ke oplossingen. 



§ 23. Oevallen, waarin het aanrakingsprobleem 
geen oplossingen toelaat. 

Het is duideiyk, dat het aantal oplossingen nul moet zijn als 
het aanrakingsprobleem verlangt, dat het aantal snypunten der 
krommen Cm en Cn meer dan mn bedraagt. Daar er (a + l) + 
+ {b + l) + {c + l) + ... = (a + b + € + .,.) + 1 snijpunten in de con- 
tactpunten vallen en p snijpunten in de gegeven punten, laat de 
gestelde vraag geen oplossingen toe als 

is. Is echter 

(a-f"^ + ^H"*--)"l~i^"l"^^ ^''^ 1 • • • (41) 

dus mn — (a + b + c + ...)—p-t + l>0, dan blykt dat geen der 
termen van formule (38) negatief of nul wordt. Men vindt dus : 

I. Verlangt het aanrakingsprobleem niet meer snijpunten van 
Cm en Cn dan mn, dan levert de formule van de Jonquières voor 
(a, 6, c, . . .) een van nul verschillende positieve waarde. 

Is daarentegen aan de ongelijkheid (») voldaan en is tevens 

mn — {a '\- b -\- c -{- . . .) — p — g'^O. . . (^) 

(hetgeen natuurljük alleen dan met ( v) overeen te brengen is als ^ < ^ 
is), dan zyn de termen van het tweede lid van vergelijking (38) 
alle nul en is dus ook (a, 5, c, . . .) = 0. Om na te gaan wanneer 
dit geval zich voor doet nemen we eenvoudigheidshalve aan, dat 
geen der gegeven punten in een dubbelpunt van Cn valt. Stelt 
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dan weer q het aantal buiten Cn gelegen gegeven punten voor, 
dan is: 

(a + 6 + c + ...)+P + ? = i^(^ + 3). • (42) 

waardoor de ongeiykheden («) en (p) overgaan in 

im(m -f- 3 — 2w) > y — « («)' 

en 

i m (m + 3 — 2w) < q — g. 

Daar flr = i(w— l)(n— 2)— (^ is volgt uit de laatste ongeiykheid : 

\{m — n)(m — w -f- 3) < q — 1 + ^» 
of: 

H^ — n)(m-n + 3)<5 + d (/?)' 

Is aan (a)' voldaan en is tevens m<n, dan wordt van zelf aan 
(13)' voldaan 1). Men vindt dus: 

II, Verlangt het aanrakingsprobleem meer snijpunten van Cm en 
Cn dan mn, en is öf m<n öf m = n en q + ^>0 öf m>n zon- 
der dat er een kromme van den graad m-n mogelijk is door de q 
buiten Cn gelegen gegeven punten 2) en de ê dubbelpunten van Cm 
dan levert de formule van de Jonquières voor (a, 6, c, . . .) de waarde 
nul op. 

Hiermede is echter niet gezegd dat dit de eenige gevallen zyn, 
waarin deze formule voor (a, b,c, . . .) nul oplevert. 

Is aan de ongeiykheid («) voldaan, dus stelt het aanrakings- 
probleem een onmogelyken elsch, dan kan het toch nog gebeuren, 
dat er (hoewel oneigenlyke) oplossingen zyn ; zulk een oplossing 



1) Immers, daar noodzakelijk t<im(m-^S) is, volgt uit («)' dat 
m(m — « + 3) > g' en dus m — « + 8 positief is. Is nu m — n negatief, 
dan is liet eerste lid van (|3)' negatief en aan die ongel^'kheid dus voldaan. 

2) We onderstellen de ligging der buiten Cn gelegen gegeven punten 
hierbij totaal willekeurig, zoodat al die bijzonderbeden buiten beschouwing 
big ven, die het gevolg zijn van een b^zondere ligging dier gegeven punten. 
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zal de gegeven kromme moeten bevatten of daar geheel uit bestaan. 
Dit is natuurlijk alleen dan mogelijk, als m > n is en er bovendien 
geen gegeven punten buiten Cn liggen of door de buiten Cn ge- 
legen gegeven punten i) geen kromme van den graad w—n mogelijk 
is. Doet dit geval zich niet voor, dan noemen we het aanrakings- 
probleem absoluut onmogelijk. Uit II volgt dan : 

IIL Bij een absoluu^t onmogelijk aanrakingsprobleem levert de 
formule van de Jonquières steeds nul oplossingen en behoudt dus 
voor dat geval haar geldigheid. 

Is echter wel aan de ongeigkheid («) voldaan zonder dat het 
aanrakingsprobleem absoluut onmogelijk is, in welk geval we het 
probleem relatief onmogelijk noemen (dewijl er slechts op een 
geheel bijzondere buiten de eigenlijke bedoeling vallende wijze 
aan kan worden voldaan), dan wordt het probleem onbepaald als 
we het (zooals steeds) opvatten als de vraag naar de groepen van 
raakpunten. De formule van de Jonquières verliest dan haar betee- 
kenis en kan zoowel een positieve of een negatieve waarde als een 
waarde nul opleveren. Van ieder dier gevallen geven we een voorbeeld. 

Gegeven een kubische kromme met dubbelpunt (n = 3,ö^ = 0). 
Gevraagd het aantal kubische krommen, die de gegeven kromme 
9-voudig aanraken (m = 3, p = O, < = 1, a = 9). Hieraan voldoet 
blijkbaar alleen de gegeven kromme zelf. De formule van de 
Jonquières levert (9) = 0. 

Gegeven een rechte (w = l, ör = 0). Gevraagd het aantal kegel- 
sneden door twee buiten die rechte gelegen punten, die aan de 
gegeven rechte twee vrije aanrakingen van de orden één en twee ver- 
toonen (m = 2,p = O, ^ = 2, a = 1, & = 2). Hieraan voldoet alleen de 
kegelsnede, die gedegeneerd is in de gegeven rechte en de verbin- 
dingslijn der gegeven punten. De formule levert (1, 2) = 12. 

Gevraagd het aantal buigpunten van een rechte (n = m = 1, 
^ = O, p = O, ^ = 1, a = 2). De formule levert (2) = - 3. 



^) Zie noot 2 pag. 140. 
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Hieruit blykt dus: 

IV. Voor een relatief onmogelijk aanrakingsprobleem verliest de 
formule van de Jonquières haar beteekenis. 



§ 24. Beperkte geldigheid der formule van de Jonquières. 

In het volgende onderstellen we, dat steeds aan de ongel^kheid 
(41) voldaan is, daar anders het aanrakingsprobleem een relatief 
of absoluut onmogelyken eisch stelt. In de vorige paragraaf is 
ons gebleken, dat de formule van de Jonquières in dat geval voor 
(a, 6, c, . . .) een positieve van nul verschillende waarde oplevert. 
Het is echter niet zeker, dat deze waarde tevens het aantal eigen- 
lijke oplossingen voorstelt, ook dan niet als we (hetgeen we steeds 
doen) de ligging der gegeven punten als willekeurig beschouwen. 
Behalve de oneigenlijke oplossingen, die reeds uit de formule van 
DE Jonquières verwijderd zyn, kunnen er nog andere oneigen- 
lijke oplossingen optreden, waarmede by de afleiding dier for- 
mule geen rekening gehouden is. Deze nieuwe oneigenlijke oplos- 
singen zijn nog van tweeërlei soort: 

10. Een Cm, die geheel of gedeeltelijk uit Cn zelf bestaat ; 

20. Een Cm, die een meermalen tellenden tak bevat of daar 
geheel uit bestaat. 

Oneigenlijke oplossingen der eerste soort. Wil Cm (als 
deel of als geheel) de kromme Cn bevatten, dan moet m>wzön. 
Dan zijn daardoor reeds alle aanrakingsvoorwaarden voldaan bene- 
vens de voorwaarde van het gaan door de op Cn gelegen gegeven 
punten. De overblijvende Cm—n behoeft nu alleen nog maar door de 
q niet op Cm gelegen gegeven punten te gaan. Daar we de ligging 
dier gegeven punten willekeurig denken \ is dit alleen mogelijk als 



^) We nemen dus b.v. aan, dat er geen drie gegeven punten op een 
rechte of zes gegeven punten op een kegelsnede liggen, enz. 
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? ^ i (^ — n){m — w -|- 3) 

is. Is hieraan voldaan, dan leidt men er in verband met de 
ongelijkheid (41) uit af: 

(a 4- 6 + c + . . .) + p + ? + « < i w (m 4- 3) + i w (n — 3). 

Nemen we evenals in de vorige paragraaf aan, dat de gegeven 
punten niet in dubbelpunten van Cn vallen en aan de vergelyking 
(42) dus voldaan is, dan volgt daaruit : 

n(n — 3)> 2t '). 

Alleen als aan deze ongelijkheid voldaan is kan de besproken 
bijzonderheid zich voordoen. Daarvoor moet dus n minstens vier 
zgn. Als voorbeeld kiezen we de vraag naar de krommen C^, 
die een gegeven C^ 18-voudig aanraken en door twee niet op C4, 
gelegen gegeven punten gaan (n=4, m = 5, t = l, a = 18, /'=2, 
p = 0; het aanrakingsprobleem verlangt 19 sny punten, dus min- 
der dan het totale aantal). Aan deze vraag voldoet de Cs, die 
bestaat uit de G4, en de verbindingsiyn der beide gegeven punten. 
Kiezen we echter een der beide gegeven punten op de C4 (^=1, 
j)=l; ook dan is het probleem nog mogelijk), dan doet zich het 
geval voor, dat de overblyvende Gm—n door de niet op Ongelegen 
gegeven punten niet bepaald is, en er dus oneindig veel krommen 
Cm aan de vraag voldoen. 

Onverschillig echter of de Cm—n door de gegeven punten al of 
niet bepaald is (dus of het aantal krommen Cm, die aan de vraag 
voldoen, eindig of oneindig is), het aantal oplossingen is steeds 
oneindig als we naar de groepen van contactpunten vragen. Maar 
niet alleen is het aantal oplossingen oneindig, iedere groep van t 
willekeurig op Cn aangenomen punten kan als een groep van contact- 
punten beschouwd worden. Deze t punten voldoen n.1. aan den 



^) Deze ontwikkelingen gaan onveranderd door als m = n is. 
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eisch, dat er door die punten een Cm mogeiyk is, die in die 
punten de voorgeschreven aanrakingen vertoont en door de gege- 
ven punten gaat. We noemen de vraag (d. w. z. de vraag naar de 
contactpunten) daarom absolutU onbepaald. 

Er is nu in het algemeen geen Cm mogelyk, die aan de vraag 
voldoet zonder de gegeven Cn te bevatten. Was er n.1. zulk een 
Cm, dan zouden er door de contactpunten en de gegeven punten 
minstens twee krommen Cm mogeiyk z^jn, die de verlangde aan- 
rakingen vertoonen (daar de Cm, die uit Cn en een Cm-n bestaat, 
ook aan de vraag voldoet). Dan' was de Cm dus nog niet bepaald 
door de contactpunten (resp. voor a-4-1, b + 1, enz. gegeven 
punten tellend) en de f gegeven punten, d. z. in het geheel 

(a + 6 + c+...) + «+/=im(m + 3) + « 

gegeven punten. Door die punten zou dan dus een bundel krom- 
men van den graad m mogeiyk zyn. Uit im{m + S) —1 basis- 
punten van dien bundel kan echter de ligging der overige 
basispunten worden afgeleid. Dat de Cm door im(m + S) + t pun- 
ten nog niet bepaald is bewijst dus dat t + 1 dier punten behooren 
onder die basispunten van den bundel, welke uit del w(m + 3)— 1 
overige kunnen worden afgeleid. Dit vordert het vervuld zijn 
van 2 (^+ 1) betrekkingen tusschen de coördinaten dierim(m+3)+< 
punten. Hoe we de t contactpunten echter ook op Cn aannemen, 
steeds is er door die im{m + S) + t punten minstens één Cm 
mogelijk 1), zoodat er reeds aan t dier voorwaarden voldaan is. 
Willen nu die im(m + S) + t punten zoo liggen, dat ze de basis- 
punten zijn van een bundel van krommen Cm, dan moet er boven- 
dien nog aan 2(^ + 1)— ^ = ^-4-2 voorwaarden voldaan z^jn. Daar 
we evenwel slechts over t op Cn gelegen punten te beschikken 
hebben is dit in het algemeen niet mogelyk. 
Zoo is b.v. in het algemeen de eenige Q, die een gegeven C^ 



^) N.1. de CfR, die gelieel of gedeeltelgk uit de On bestaat. 
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14-voudig aanraakt, de gegeven C4, zelf. In bijzondere gevallen is 
zulk een 14-voudig aanrakende C4, die van de gegeven C4 ver- 
schilt, wel mogelyk, b.v. als de gegeven Q een unduMiepunt^) 
— d. i. een punt met 3-voudig rakende raaklijn — bezit. Dan 
vallen n.1. de 16 snijpunten met de viermaal tellende undulatie- 
raakiyn alle in het undulatiepunt samen, zoodat alle krommen 
van den bundel, die bepaald is door de gegeven C4 en de 4 maal 
tellende undulatieraakl^jn, aan de gegeven Q een 15-voudige aan- 
raking (dus een by zonder soort van 14-voudige aanraking) vertoonen. 

Het biykt dus, dat iedere eigenlijke oplossing deel uitmaakt van een 
geheelen bundel van eigenlijke oplossingen, zoodat ons resultaat is : 

Een mogelijk aanrakingsprobleem, waarvoor 

m> n 
en 

J ^ i (wi — n) (m — n 4" 3) 

is, is absoluut onbepaald. Er z^n dan geen geïsoleerde en in het 
algemeen geen eigenlijke oplossingen. 

Oneigenlijke oplossingen der tweede soort. We 
onderstellen nu, dat er niet aan de ongelijkheden voldaan is, die 
het optreden van oneigenlijke oplossingen van de eerste soort 
mogelijk maken. 

De Jonquièrbs, die zich alleen met de oneigenlijke oplossingen 
der tweede soort bezig houdt, begint met te bewijzen, dat er in 
het algemeen (d. w. z. bij willekeurige ligging der gegeven punten) 
geen in enkelvoudige partieelkrommen Cm^ , Cm,, ... (mi + m2 + ... = m) 
gedegenereerde Cm aan de vraag kan voldoen, zooals onmiddellijk 
door aftelling van het aantal parameters van een gedegenereerde 
en van een niet gedegenereerde Cm blijkt. 

Anders is het echter als Cm b.v. in een s maal tellende Cm^ en 
een Cm^ degenereert (s mi + m, = m). Deze Cm vertoont n.1. in alle 
snijpunten van Cn met Cwi reeds van zelf een 8-1- voudige oneigen- 



1) Salmon — ^FiEDLSB. Höh, Kurven, art. 50, p. 48. 

10 
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lijke aanraking, en een 8(r-|-l)— 1-voudige aanraking daar, waar 
Cn en Gni een r-voudige aanraking vertoonen. Hierdoor wordt 
het aantal gegevens i), waarmede de aanrakingsvoorwaarden 
aequivalent z^n, belangrijk beperkt, hetgeen op kan wegen tegen 
de vermindering, die het aantal parameters van Cm door dö onder- 
stelling van degeneratie ondergaat. 

De Jonqüièrbs (161 p. 303-806) komt nu tot het resultaat, dat 
by lederen degeneratievorm van Cm voor het aantal q der niet 
op Cn gelegen gegeven punten een grens („limite favorable") is 
aan te geven boven welke die degeneratievorm niet op kan tre- 
den 3). Is het aantal niet op Cn gelegen gegeven punten zoo groot, 
dat geen der degeneratievormen van Cm onder de oplossingen kan 
voorkomen, dan zyn er geen oneigeniyke oplossingen van de 
tweede soort en is de formule (38) dus juist. Hieruit volgt: 

De formule van de Jonqüièrbs geeft het juiste aantal eigenlijke 
oplossingen aan, als het aantal niet op Cn gelegen gegeven punten 
boven een zekere grens ligt. 

Ligt het aantal niet op Cn gelegen gegeven punten beneden die 
grens, dan zyn er oplossingen met meervoudige takken mogelyk. 
Er kunnen zich nu nog twee gevallen voordoen. Het kan n.1. z^jn 
dat de gedegenereerde Cm door de voorwaarden juist bepaald is of 
daardoor nog niet geheel bepaald is. In het eerste geval is het 
aantal oneigenlijke oplossingen eindig, zoodat men slechts de mul- 
tipliciteit dier oneigenlijke oplossingen heeft te kennen om aan de 
formule van de Jonqüièrbs een correctie te kunnen aanbrengen, 
waardoor ze het aantal eigenlijke oplossingen blijft voorstellen. 
In het tweede geval daarentegen is het aantal oneigenlijke oplos- 
singen oneindig groot, zoodat de formule van de Jonqüièrbs dan 
niet meer de som van de aantallen eigenlyke en oneigenlyke 
oplossingen aangeeft. Behalve die continue reeks van oneigen- 



1) Een i-voudige voorwaarde tellen we voor i gegevens. 
*) Alt^d weer als die q gegeven punten willekeurig liggen. 
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l\jke oplossingen zyn er dan nog geïsoleerde eigeniyke oplossingen. 
De correctie, die aan de formule van de Jonquières moet worden 
aangebracht om het aantal dier laatste te verkrygen, is nu echter 
niet rechtstreeks te bepalen, zoodat men naar andere wegen moet 
omzien om het probleem op te lossen, b.v. de karakteristieken- 
theorie. 

Ten slotte geven we van ieder dier beide gevallen nog een 
voorbeeld. 

Voorbeeld van het eerste geval. Gevraagd het aantal kegelsneden 
(ni = 2) te bepalen, die aan eenpunt-algemeene Cn(flr=i(n—l)(n— 2)) 
twee aanrakingen vertoonen, een van de 2de en een van de 3de orde 
(^ = 2, a = 2, ö = 3, i) = 0) (DB Jonquières 1. c. p. 308). 

De formule levert: 

(2,8) = 6n (8n» — 8n' — 19n + 48) . 

Aan de vraag voldoen echter ook de 

in{n — 2) (w» — 9) 

dubbelraaklynen als in samenvallende rechten gedegenereerde 
kegelsneden beschouwd. Zulk een dubhelrechte vertoont evenwel twee 
aanrakingen van de 3de orde, zoodat ieder der beide raakpunten 
als dat van de 3de orde is op te vatten. Deze gedegenereerde Cg 
voldoet dus op twee manieren aan de vraag. Op ieder dier beide 
manieren komt aan de Q een multipliciteit drie i) toe, die veroor- 
zaakt wordt doordat ze een 3-voudige aanraking uitvoert waai* 
slechts een 2-voudige is voorgeschreven. In het geheel telt de 
dubbeltellende dubbelraakl^n dus voor zes oneigenlijke oplossingen, 
zoodat de formule van de Jonquières een correctie3n(n— 2)(n3— 9) 
behoeft, en de juiste formule dus luidt : 

(2,8) = 8n (5n» — 14n» — 29n + 78) , 
in overeenstemming met de opgave van Caylby (79 Gompies 



^) Dat die multipliciteit juist drie is denk ik elders aan te toonen. 

10* 
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Bendm /. 63 of 8 Phü. Tram. Vol. 158, GoU. pap. Vol. 6, art. 50) 
voor een Cn met dubbel- en keerpunten^). 

Voorbeeld van het tweede geval. Gevraagd het aantal kegelsneden, 
die Gn eenmaal 8-voudig en tweemaal enkelvoudig aanraken 
(m = 2, ^ = 3, a = 3, 6 = c = l, p = 0). 

Hieraan voldoen oneigenlijk alle raakl^jnen van Gn beschouwd 
als dubbeltellende rechten. De correctie ten gevolge dier oneigen- 
lyke oplossingen is niet rechtstreeks te bepalen. In tegenstel- 
ling met het geval, dat er oneigenlijke oplossingen der eerste 
soort optreden, kan nu echter niet ieder drietal punten van Gn 
als groep van raakpunten worden beschouwd; een dier raak- 
punten kan men willekeurig aannemen, maar dan zijn de beide 
andere (hoewel niet ondubbelzinnig) bepaald^. 



§ 25. Becurateformules van Brill. 

Op dezelfde w\jze als de Jonquièbes het aanrakingsprobleem 
voor een rationale gegeven kromme heeft opgelost door toepassing 
van het CHASLEs'sche correspondentieprincipe, kan men direct 
van een gegeven kromme van willekeurig geslacht (echter zonder 
keerpunten of hoogere singulariteiten) uitgaan en daarop het 
Cayley— BRiLL'sche correspondentieprincipe toepassen. Op deze 
wyze z^n door Brill (146 Uath. Annalen Bd. 6) twee recursie- 
formules opgesteld — een om (1, ö, c, . . .) en een om (a, 6, c, . . .) 
te vinden uitgedrukt in (6, c, . . .) resp. (a — 1, 6, c, . . .) en in op 
nog lagere aanrakingsproblemen betrekking hebbende aantallen—, 



1) Zie vergel^king (33) p. 79. 

*) Het aantal (3, 1, 1) is voor een Cn met dubbel- en keerpunten langs 
anderen weg (zie § 12) door Cayley (3 art 50 a. 60) bepaald. Voor de 
vergeljking met de formule van de JoNquiÈBBS zie art 91. 



die Brill als de eerste en de tweede recursieformule onder- 
scheidt. De eerste dient dus om het <mntal vrjje aanrakingen, 
de tweede om de orde dier aanrakingen te vergrooten. In het 
volgende geven we weer door een index het aantal vaste snjjpunten 
van Cm en Cn aan. 

Evenals in § 20 brengen we door een willekeurig punt Q van 
Cn en de a — 1 volgende punten de (b, c, . . .)p+a krommen Cm 
aan, die Gn in een (niet gegeven) punt B 6-voudig, in C c-voudig 
enz. aanraken en door de gegeven punten gaan. Decorresponden- 
tiekromme e bestaat nu uit de {b, c, . . .)p+a krommen Cm, waarvan 
ieder Cn in a punten Q sn^dt. Hieruit volgt, dat de waardigheid 
der correspondentie geljjk is aan 

a . (6, c, . . .)p-|-a . 

De correspondentiekromme snydt Cn in groepen van snijpunten 
met verschillende multipliciteit, zoodat we met een samengestelde 
correspondentie (zie § 18) te doen hebben. 

Met Q correspondeeren nu (b, c, . , .)H-a snypunten B met 
een multipliciteit 6 + 1. Omgekeerd komen met een punt B 
{a — 1, c, df.. .)p+b+i punten Q overeen, terwjjl er bfl een coïnci- 
dentie van Q met B een a + 6-voudige aanraking aan Cn in het 
coincidentiepunt plaats vindt. Het aantal dier coïncidenties is dus 
(a + 6, Cf df , , .)p. 

Evenzoo voor de correspondenties {Q,C) , (Q , D), enz. 

Verder snjjdt de correspondentiekromme de kromme Cn nog in 

{mn — (a + 6 + c -f . . .) — p — t -\- 1\ {bj c, . . .)p-^ 

enkelvoudige snijpunten Q', terwjjl met Q' (a ~ 1, è, c, . . .)p+i pun- 
ten Q overeenkomen. De coïncidenties van Q en Q' leveren de oplos- 
singen van het aanrakingsprobleem en zvjn dus ten getale van 
(a, b, c, , . .)p aanwezig. 

Men vindt dus door toepassing van het in § 18 besproken cor 
respondentieprincipe voor samengestelde correspondenties: 



- IBO - 

(a,6,c, ...)p = 2ga{b,c, . . .)p+a + (a — 1,6,(?, . . .)p+i + 

+ {mn — (a + 6 + c + ...) — p — « + 1} (6, c, ...)H-a + 

+ -S(6+1)[— (a+6,c,d,..0/> + (^c,..0/>-h» + (a--■l,c,d,...)H-H-l]• 
Hi6rin beteekent het s-teeken, dat men de letters b,c,d,... 

cyclisch moet verwisselen en de daardoor ontstane termen optellen. 
Bovenstaande formule is met eenigszins andere notaties de 

tweede recursieformule van Brill. Door analoge beschouwingen 

vindt Brill zijn eerste recursieformule. Deze formule kan echter 

eenvoudiger uit de andere worden afgeleid door a = 1 te stellen 

en evenals in § 20 te bedenken, dat 

(0, 6, c, . . .)^i = {mw — (6 + c +...)—ƒ> — <} (6, c, . . .)p+\ 

en 

(O, c, d, ...)p^i^i = {mn— -(6 + c + ...) —p—t + l}(c, d, ...)p+b+\ 

is. Op deze wyze vindt men: 

(1 , 6, c, . . .)p = 2 {mn — (6 + c + . . .) — p — « + gr} (6, c, . . .)^i + 
+ -S(6 + l)[-(6 + l,c,d,...);, + (^c,...)^i + 
+ {?«n — (6 + c + . . .) —p — « + 1} (c, d, . . .)p+b+\]' 

Dit is de eerste recursieformule van Brill. 

Met behulp van deze formules (of eigenlijk alleen van de eerst- 
genoemde, daar de andere daar een bijzonder geval van is) kan 
nu de juistheid van vergelijking (38) worden aangetoond in de 
onderstelling, dat de juistheid dier vergelijking voor alle lagere 
aanrakingsproblemen reeds bewezen is. Voor ^ = 1, a = O levert de 
vergelijking (38) : 

(0) = mn — ƒ>, 

iets, waarvan de juistheid onmiddellijk is in te zien. Daarmede 
is dan de juistheid van het uitgangspunt aangetoond. 



VIJFDE HOOFDSTUK. 
Uitbreidingen van de formule van de Jonqüières. 



§ 26. Gedrag der oplossingen tegenover CREMONA'scAe transformaties. 

In deze paragraaf denken we het stelsel der door de gegeven 
punten gaande krommen Cm door een willekeurig lineair stelsel 
van de a + b'\~c + ..A orde en den mden graad vervangen. Daar- 
onder verstaan we het geheel der krommen van den iw^en graad, 
wier coëf&cienten aan i m (m + 3) - (a + ö + c + . . .) onderling 
onafhankelijke lineaire betrekkingen voldoen. Het aanrakings- 
probleem luidt dan: 

Het a^antal krommen Cm van een lineair stelsel van dea+h+c-\-,.,de 
orde te hepalen, die aan een gegeven On t vrije aanrakingen van de 
orden a, 6, c, em. vertoonen. 

Onder een oplossing van dit probleem verstaan we een Cm van 
het stelsel, waarvan de mn snijpunten met Gn t groepen resp. 
van a+1, ö + l, em. samenvallende snijpunten bevatten, met de t 
daarop gelegen raakpunten, zoodat we twee oplossingen als ver- 
schillend aanmerken als ze uit dezelfde Cm bestaan maar met 
andere raakpunten. Er kunnen echter ook twee of meer dier raak- 
punten samenvallen, d. w. z. twee of meer der vrtje aanrakingen 
in eenzelfde punt worden uitgevoerd, maar dan mogen de samen- 
vallende sn^punten, die voor een der aanrakingen gediend hebben, 
niet meer bjj een andere vr^je aanraking dienst doen, zoodat, wil- 
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len een a- en een 6-voudige aanraking in eenzelfde punt worden 
uitgevoerd, daarvoor het samenvallen van minstens a + b + 2 
snijpunten noodig is. 

Van veel belang biyken nu die oplossingen te z^n, waarbij alle 
vrtje aanrakingen wezenlijk worden uitgevoerd (in al of niet ver- 
schillende punten). We zeggen dat een a-voudige aanraking 
wezenlijk wordt uitgevoerd, als a + 1 beweeglyke snijpunten van 
Cm en Cn langs eenzelfden tak der gegeven kromme in den oorsprong 
van dien tak zijn samengevallen. 

Hierby verstaan we onder de beweeglijke snijpunten van Cm en 
Cn die snjjpunten, die voor de verschillende krommen van het 
stelsel verschillend z^jn. Vallen er by een mllekeurige kromme 
van het stelsel p sn^punten in de vaste punten (het lineaire stel- 
sel kan, maar behoeft niet vaste punten te bezitten), dan is het 
aantal vaste snijpunten gelijk aan p, dat der beweeglijke snijpunten 
gelijk aan n' = mw-p. 

Onder een tak van Cn verstaan we het geheel der punten, uner 
coördinaten aan eenzelfde PuiSEUx'sc/ie reeksontwikkeling voldoen. 
Is dit eenontwikkelingvany—>ï naar opklimmende positieve mach- 
ten van oj— 5, dan noemen we het punt (5,>j) den oorsprong van 
den tak. Met Cayley (171) noemen we een tak lineair als de reeks- 
ontwikkeling slechts geheele exponenten heeft, superlineair als 
daar ook gebroken exponenten in voorkomen; hierbjj wordt steeds 
stilzwijgend ondersteld, dat de raakl^n in den oorsprong niet 
evenwijdig aan de F-as is. Den kleinsten gemeenschappelyken 
noemer der exponenten der reeksontwikkeling noemen we den 
graad van den tak. Zeggen we dat eenige snijpunten van Cm en 
Cn in den oorsprong van een tak van Cn samenvallen, dan wordt 
daarmede bedoeld, dat die snijpunten by een willekeurige kleine 
verplaatsing van Cm ook werkelyk op dien tak voor den dag komen 
en dus niet op andere takken van Cn met denzelfden oorsprong 
komen te liggen. 

De belangrykheid der oplossingen, die alle vrye aanrakingen 
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wezenlek uitvoeren, is gelegen in hun gedrag tegenover biratio- 
nale transformaties van Cremona (169). Past men op de geheele 
figuur, zoowel de gegeven kromme als het lineaire stelsel, zulk 
een transformatie toe, dan gaat het lineaire stelsel in een ander 
lineair stelsel van dezelfde orde maar van (in het algemeen) 
anderen graad over. Verder komt met den oorsprong van lederen 
tak der gegeven kromme slechts één oorsprong van een tak der 
getransformeerde kromme overeen i) (waarby echter samenvallende 
oorsprongen van verschillende takken tot in verschillende punten 
gelegen oorsprongen getransformeerd kunnen worden). Daar ver- 
schillende buiten de fundamentaalpunten en de fundamentaal- 
krommen der transformatie gelegen punten tot even zoovele 
verschillende punten getransformeerd worden en de beWeeglyke 
snflpunten van Cn met een willekeurige kromme van het lineaire 
stelsel buiten die fundamentaalpunten en -krommen gelegen zijn, 
zal het aantal v! der beweeglijke snijpunten door de GBjmoNA'sche 
transformatie niet veranderen of, zooals we het uitdrukken, ratio- 
naal'invariant zijnS). Wanneer nu btJ een bepaalde kromme van 
het stelsel a + 1 beweeglijke snypunten langs eenzelfden tak 
van Cn in den oorsprong van dien tak ztjn samenge vallen, zal 



1) Dat dit zoo is bl\jkt liet gemakkelijkst uit de beschouwing van liet 
b^ de gegeven kromme behoorende KiEMANN'sche oppervlak. Met den 
oorsprong van iederen tak komt n.1. slechts één punt van het BiSMANN'sche 
oppervlak overeen (waarbij boven elkaar gelegen maar tot verschillende 
niet in dat punt samenhangende bladen van het oppervlak behoorende 
punten als verschillend moeten worden opgevat) en omgekeerd. Door de 
CREMONA'sche transformatie ontstaat nu uit ieder punt van het RiEiCANN^sche 
oppervlak slechts één punt van het getransformeerde oppervlak, zoodat uit 
iederen oorsprong van een tak der oorspronkel^ke kromme slechts één 
oorsprong van een tak der getransformeerde kromme ontstaat. 

^ De vaste punten van het stelsel en dus ook het aantal vaste sn^- 
punten van Cm en Cn kunnen echter door de transformatie wel veranderen. 
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deze eigenschap dus door een blrationale transformatie niet ver- 
stoord worden. Hieruit volgt: 

I. Oplossingen, die alle vrije aanrakingen wezenlek uitvoeren^ z^n 
bestand tegen Gbemona'sc/^ transformaties, d. tv. z. blijven na zulk 
een transformatie oplossingen van het getransformeerde probleem. 

Van een dergeljjke oplossing zeggen we, dat ze tot de wezenl^ke 
oplossingen behoort. We zeggen echter daarmede niet, dat ze uit- 
sluitend een wezenljjke oplossing is, daar blaken zal, dat zulk een 
oplossing ook nog voor eenige onwezenlijke oplossingen gereend kan 
moeten worden i). 



1) De benamingen wezenlijk en onwezenlijk onüeenen we aan Kbomecker. 
Z|j y een n-waardige geheele algebraïsche functie van x, die door de onsplits- 
bare vergelijking F(x,y) = gedefinieerd is, waarin F een geheele ratio- 
nale functie van x en y voorstelt, die in y van den graad n is en als 
coëfficiënt van y^ een constante heeft, en zj D (x) de naar y gevormde 
discriminant. Door de substitutie yi = raii(male functie (a?,y)gaatde verge- 
lyking F{x,y) = over in Fi {x ,yi) = O, waardoor eveneens een »-waar- 
dige geheele algebraïsche functie van x gedefinieerd is ; z^* de discriminant 
daarvan Di(x), Den grootsten gemeenen deeler van D(x) en 2>, (o?) voor 
alle mogelijke rationale substituties noemt Kbonecksb (173 Crelle^s Journal 
Bd. 91, p. 312 — 313) den „wesentlichen Teiler", terwijl h\j den anderen 
volledig kwadratischen factor, die door de substitutie gew^zigd kan wor- 
den, den „ausserwesentlichen Teiler*' van den discriminant noemt. Een- 
zelfde lineaire factor kan natuurlijk tegelijkertijd tot den wezenlijken en 
tot den onwezenl^ken deeler behooren, beide malen met een zekeren expo- 
nent aangedaan, zoodat we van de wezenlijke en de onwezenlijke multipli' 
citeit van dien factor kunnen spreken, welke laatste steeds even is. De 
wezenl^'ke multipiiciteit van zulk een factor is dan de kleinste waarde, 
waartoe de multipiiciteit door een rationale substitutie gereduceerd kan 
worden. 

De wortels van den nul gestelden discriminant kunnen dus in drie 
soorten verdeeld worden, n.1. in uitsluitend wezenlijke oplossingen, die alleen 
den wezenleken deeler nul maken, uitsluitend onwezenlijke oplossingen, die 
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Tegenover de oplossingen, die alle vrije aanrakingen wezenlek 
uitvoeren, staan de oplossingen, die men door een Gbemona'sc/^ 
transformatie kan doen verdwenen; deze noemen we uitsluitend 
onwezenlijke oplossingen. Daarvoor heeft men, zooals biyken zal, 
het volgende kenmerk : 

II. Een oplossing is uitsluitend onwezenlijk zoodra een der vr^e 
aanrakingen onwezenlyk wordt uitgevoerd. 

Een vrye a-voudige aanraking wordt onwezenlijk uitgevoerd als, 
om de a + 1 samenvallende snijpunten vol te kragen, vaste snij- 
punten of langs verschillende takken van Cn samenvallende sny- 
punten medegeteld moeten worden. 

Dat men een oplossing, waarby een of meer der vrije aanra- 
kingen onwezenlflk worden uitgevoerd, door een birationale trans- 
formatie als oplossing kan doen verdwenen is gemakkeiyk in te 
zien. Men kan n.1. de transformatie zoo inrichten, dat samen- 
vallende oorsprongen van verschillende takken tot verschillende 
punten getransformeerd worden (zie Nobther 172 Math. Ann. Bd. 9). 
Zy nu S het punt, waar een vrye a-voudige aanraking onwezenlyk 
wordt uitgevoerd, en onderstellen we dat dit punt oorsprong van 
meerdere takken van Cn en tevens een vast punt van het stelsel 
isi). Beschouwen we verder een willekeurige kromme van het 
stelsel (die dus geen beweegiyke sny punten met Cw in *S werpt), 
dan kunnen we door een CREMONA'sche transformatie bereiken 
(door n.1. het punt S als fundamentaalpunt der transformatie te 
kiezen), dat het punt S als oorsprong van de verschillende 



alleen den onwezenl^ken dealer nul maken, en gemengde oplossingen^ die 
beide deelers nul maken. Zulk een gemengde oplossing is dan te beschou- 
wen als te zijn ontstaan door het samenvallen van eenige wezenlijke en 
eenige onwezenl^ke oplossingen. 

i) Men ziet gemakkel^k hoe het volgende te wijzigen is als 8 geen 
vast punt van het stelsel maar alleen oorsprong van meerdere takken 
van Cn is. 
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takken van Cn en als punt van de willekeurig gekozen Cm tot 
verschillende punten getransformeerd wordt. Zjjn nu Si, S^^ enz. 
de punten der getransformeerde Cn, die uit S ontstaan z^n, dan 
zal geen dier punten Si een vast punt van het getransformeerde 
lineaire stelsel zjjn. De kromme, die ontstaat door transformatie 
der oplossing, die de avoudige aanraking in 5 onwezeniyk uitvoert, 
zal nu in geen der punten 5» a + 1 of meer snijpunten werpen, 
daar het aantal daarvan geiyk is aan dat der beweegl^ke snij- 
punten, die de oorspronkelijke Cm langs de verschillende door S 
gaande takken in S werpt; dit laatste aantal bedraagt echter 
volgens de onderstelling, dat de a-voudige aanraking in S onwezen- 
lijk wordt uitgevoerd, voor geen dier takken a + 1 of meer. 

Hieruit volgt, dat men door een CBBMONA'sc/je transformatie de 
langs verschillende takken van Cn samenvallende beweeglijke sn^- 
punten onderling en van de er mede samenvallende vaste snijpunten 
scheiden kan, dus : 

Men kan een onwezenlijke aanraking door een Cbbmona'8c/ic trans- 
formatie verloren doen gaan. 

Het zou echter wel kunnen gebeuren, dat het lineaire stelsel 
door de transformatie vaste punten krjjgt, die op de getransfor- 
meerde Cn gelegen ztjn, waardoor de a-voudige aanraking door de 
getransformeerde Cm in plaats van in het getransformeerde raak- 
punt in een dier vaste punten onwezenl^k wordt uitgevoerd. 
Zulk een oplossing van het getransformeerde probleem is evenwel 
niet ontstaan door transformatie der oplossing van het oorspron- 
kelijke probleem, daar daarvoor noodig zou z^jn, dat ook deraak- 
punten door transformatie in elkaar overgaan ; immers we hebben 
afgesproken onder een oplossing de Cm te zamen met de t raak- 
punten te verstaan. 

Hiermede is aangetoond, dat de CBEMONA'sche transformatie zoo 
gekozen kan worden, dat door transformatie der oplossing die een 
of meer der vr\je aanrakingen onwezenlyk uitvoert, iets ontstaat, 
dat geen oplossing van het getransformeerde probleem is. 
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Een oplossing, die alle vrjje aanrakingen wezenlijk uitvoert, blyft 
(zooals vroeger gebleken is; zie p. 154) na iedere birationale trans- 
formatie een oplossing van het getransformeerde probleem. De 
mtUtipliciteit der oplossing kan echter door de transformatie een 
verandering hebben ondergaan ; hierby verstaan we onder de 
muUiplicüeit eener oplossing het grootste aantal verschillende 
oplossingen, waarin men de oorspronkelijke oplossing uiteen kan 
doen gaan door in de gegevens (waaronder we de gegeven kromme 
en het lineaire stelsel verstaan) een kleine w^ziging aan te bren- 
gen. Terwyi het steeds mogeljjk is de multipliciteit eener oplos- 
sing door een CBEMONA'sche transformatie te vergrooten (door b.v. 
de transformatie zoo in te richten, dat het aantal ineendervrije 
raakpunten 1) vallende vaste snijpunten van Cm en Cn toeneemt), 
is het niet steeds mogeiyk die multipliciteit te verkleinen ; dit is 
b.v. ten duidelijkste niet mogeiyk bjj een enkelvoudige oplossing, 
die alle vrjje aanrakingen wezenlek uitvoert, zonder dat evenwel 
omgekeerd iedere tot de wezenljjke behoorende oplossing tot een 
enkelvoudige getransformeerd kan worden. 

Een oplossing, waarvan de muUiplicüeit door een CREMONA'sc/ie 
transformatie niet verkleind kan worden, noemen we eenuitslui- 
tend wezenl^ke oplossing. 

We zullen aantoonen, dat men met zulk een oplossing te doen 
heeft, dan en dan alleen als alle vrije aanrakingen in buiten de 
vaste punten van het stelsel en buiten de meervoudige punten ») der 
gegeven kromme gelegen (al of niet samenvallende) punten worden 
uitgevoerd. Zulk een oplossing behoeft natuurlek niet enkelvoudig te 
zfln, maar kan een van één verschillende multipliciteit bezitten 
doordat een of meer der vrye aanrakingen overmatige) worden 



^) Onder een vrijj raakpunt verstaan we het raakpunt eener vrjje aanraking. 
^ Hieronder ook dubbelpunten met inbegrip van keerpunten te verstaan, 
s) We zeggen dat een a-voudige aanraking overmatig wordt uitgevoerd, 
als er meer dan a-)*l snigpunten samenvallen. 
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uitgevoerd. Is de multipliciteit i, dan kan men de oplossing door 
een kleine wyziging in de gegevens in i verschillende oplossin- 
gen uiteen doen gaan i). Het is echter niet mogelijk die wijziging 
zoodanig aan te brengen^ dat er zich van de oplossing een of meer 
uitsluitend onwezenlijke oplossingen afscheiden. Past men nuophet 
gewijzigde aanrakingsprobleem een CREMONA'sche transformatie 
toe, dan gaan de i dicht bijeen gelegen oplossingen in i eveneens 
tot de wezenlijke behoorende oplossingen over. By overgang tot 
de limiet, waardoor de i oplossingen van het oorspronkelyke 
probleem samenvallen, zullen ook de i getransformeerde oplos^ 
singen samenvallen. Het kan echter gebeuren, dat tot die i 
getransformeerde oplossingen nog eenige uitsluitend onwezenlyke 
oplossingen naderen, waardoor by de limiet de multipliciteit der 
getransformeerde oplossing wel grooter maar niet kleiner dan i 
worden kan. We vinden dus: 

III. De multipliciteit eener oplossing, die alle vr^e a>anrakingen 
buiten de vaste punten van het stelsel en buiten de meervoudige punten 
der gegeven kromme uitvoert, kan door een CREMONA'sc/je transfor- 
matie niet verkleind worden. Zulk een oplossing is dus uitsluitend 



Aangetoond moet nu nog worden, dat dit de eenige uitsluitend 
wezenlijke oplossingen zyn, m. a.w. dat de multipliciteit der oplos- 
sing verminderd kan worden zoodra zich een der drie volgende 
omstandigheden voordoet : 1°. een vry raakpunt valt in een vast 
punt van het lineaire stelsel, 2°. een vrjj raakpunt is oorsprong 
van nog andere takken der gegeven kromme dan van dien, waar- 
aan de aanraking wordt uitgevoerd, 3®. een vr^je aanraking wordt 
aan een superlineairen tak der gegeven kromme uitgevoerd. (Hierby 



') B^ de vraag b.v. naar de raaklijnen van uit een punt P aan een 
kromme te trekken zal een buigraakl^'n, als P daarop gelegen is, een 
oplossing met een multipliciteit twee z^'n. Door P van de buigraakljn te 
verwijderen valt deze oplossing in twee oplossingen uiteen. 
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wordt echter steeds ondersteld, dat alle vr^e aanrakingen wezenlek 
worden uitgevoerd). In al deze gevallen kan men nameigk in de gege- 
vens een zoodanige kleine wijziging aanbrengen, dat er zich van 
de oorspronkeiyke oplossing eenige uitsluitend onwezenlQke oplos- 
singen afscheiden ^). Men kan nu de CRSMONA'sche transformatie 
zoo inrichten, dat die onwezeniyke oplossingen verdwenen zonder 
dat er weinig daarvan verschillende nieuwe onwezenl^ke oplos- 
singen voor in de plaats komen. Dit zal een vermindering der 
multipliciteit ten gevolge hebben. We vinden dus: 

IV. Een oplossing, die alle vrvje aanrakingen wezenlek uitvoert, 
maar waarvan niet alle vrjQe raakpunten buiten de vaste punten 
van het stelsel en de meervoudige punten der gegeven kromme liggen, 
is te beschouwen als te zijn ontstaan door het samenvallen van eenige 
wezenl^ke en eenige onwezenl^ke oplossingen. Deze laatste kunnen 
er door een CBEMONA'ac^e transformatie uit verwijderd worden, waar- 
door de multipliciteit der oplossing afneemt. 

Een dergeljyke oplossing kunnen we een gemengde oplossing 
noemen. Van zulk een gemengde oplossing kan de multiplici- 
teit door een birationale transformatie wel verkleind maar niet 



1) Is een vrj raakpunt een vast punt van het lineaire stelsel, dan heeft 
men zich daartoe dit vaste punt een weinig langs de gegeven kromme 
verplaatst voor te stellen. Is het raakpunt geen vast punt van het stelsel 
maar oorsprong van nog andere takken der gegeven kromme dan van 
dien, waaraan de aanraking wordt uitgevoerd, dan denken we ons die 
takken een weinig zoo verschoven, dat ze niet meer door het vrje raak- 
punt gaan. Is eindel^k het raakpunt geen vast punt van het stelsel, maar 
wordt de aanraking aan een superlineairen tak van Cn uitgevoerd, dan 
hebben we ons voor te stellen, dat de samenvallende raakl^nen in den 
oorsprong van dien tak een weinig uiteen gaan, waardoor een gewoon 
meervoudig punt ontstaat. In al die gevallen scheiden zich bjj de aange- 
geven wijjziging uit de oorspronkelijke oplossing een of meer oplossingen 
af» die uitsluitend onwezenlgk z^n. 
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nul gemaakt worden. De kleinste waarde, waartoe haar multi- 
pliciteii door een GB,miONA*8che transformatie gereduceerd kan wor- 
den, noemen we de wezenlijke multipliciieii der gemengde 
oplossing. 

Bü een uitsluitend wezenlyke oplossing is de totale multiplici- 
teit geiyk aan de wezenlyke. B'^ een gemengde oplossing is de totale 
multipliciteit grooter dan de wezenlijke met een bedrag, dat we de 
onwezenlijke multipliciteit noemen i). 

Heeft men de multipliciteit eener gemengde oplossing dooreen 
birationale transformatie zooveel als mogeiyk is verkleind, dan is 
de oplossing in een uitsluitend wezeniyke oplossing overgegaan. 
We vinden dus: 

V. ledere oplossing, die alle vrije aanrakingen wezenlijk uitvoert, 
kan door een CBBMONA'sc/ie transformatie in een uitsluitend wezen- 
lijke oplossing veranderd worden, d. w. z. in een oplossing, waarbij 
alle vrije raakpunten buiten de vaste punten van het stelsel en buiten 
de meervoudige punten der gegeven kromme liggen. 

Dat dit zoo is, is ook rechtstreeks gemakkelyk in te zien. Immers 
(zooals we bU de beschouwing der uitsluitend onwezenlyke oplos- 
singen beredeneerd hebben) door een CBBMONA'sche transformatie 
kunnen de vaste punten van het stelsel en de oorsprongen van 
andere takken dan van die, waaraan de vr\je aanrakingen wor- 
den uitgevoerd, van de vr^je raakpunten gescheiden worden. 



^) Als voorbeeld diene de vraag naar de raakl^'nen van uit een puntP 
aan de gegeven kromme te trekken. Ligt P willekeurig, dan heeft de ver- 
bindingsl^'n met een keerpunt een wezenlijke multipliciteit één en een 
onwezenl^ke multipliciteit twee. Ligt P op de keerraakl^'n, dan zign beide 
multipliciteiten gel^k aan twee^ terw^'1 als P in het keerpunt valt de 
keerraaklign een uitsluitend onwezenlijke oplossing is en dus een wezen- 
Iqke multipliciteit nul heeft. Als tweede voorbeeld kiezen we de vraag 
naar de buigraakl^'nen, waarb^ aan een keerraakl^'n een wezenl^ke multi- 
pliciteit twee en een onwezenlijke multipliciteit zea toekomt. 
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Wordt verder een der vrfle aanrakingen aan een superlineairen 
tak uitgevoerd, dan kan deze volgens de onderzoekingen van 
NoBTHBR (172) birationaal tot een lineairen tak getransformeerd 
worden. Door de transformatie kunnen er evenwel in het lineaire 
stelsel nieuwe vaste punten ontstaan, maar de transformatie kan 
steeds zoo worden ingericht, dat deze buiten de getransformeerde 
vrjje raakpunten vallen. 

Men kan hieruit nog de volgende definitie voor de wezeniyke 
multipliciteit eener gemengde oplossing afleiden: 

De wezenlijke muUipliciteU eener gemengde oplossing is de multi- 
plicüeit der uitsluitend wezenlijke oplossing, waartoe ze birationaal 
getransformeerd kan worden. 

Behalve de onderscheiding in uitsluitend wezenlijke, uitsluitend 
onwezenlijke en gemengde oplossingen is door ons reeds herhaalde- 
lijk een andere toegepast, die n.1. in eigenlijke en oneigenlijke oplos- 
singen. Onder een eigenlijke oplossing verstaan we een oplossing, 
woa/rh^ alle vrije aanrakingen op eigenlijke w^ze buiten de vaste pun- 
ten van het stelsel worden uitgevoerd. Hierby spreken we van een 
eigenlijke aanraking als de beide elkaar rakende takken lineair zijn 
en reeds op zich zelve een aanraking van de verlangde orde uitvoeren, 
onverschillig of het raakpunt al dan niet oorsprong van nog andere 
takken der rakende krommen is. Alle andere oplossingen noemen 
we oneigenlijk. Eüeruit volgt reeds direct, dat iedere uitsluitend 
onwezeniyke oplossing oneigenl^k is, maar niet omgekeerd. 

Vergelekt men het kenmerk eener eigenlijke oplossing met dat 
eener uitsluitend wezenliyke oplossing, dan blykt dat het onder- 
scheid daarin gelegen is, dat by een eigenlijke oplossing noodig 
is dat de rakende tak van Cm lineair is, hetgeen by een uitsluitend 
wezenliyke oplossing niet het geval behoeft te z\jn i). In een ander 



1) ZelÊ behoeven de samenvallende sn^punten niet tot denzelfden tak 
van Cm te behooren; 

11 
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opzicht is echter weer het kenmerk der uitsluitend wezenlijke 
oplossingen beperkter, daar het raakpunt daarby geen meervoudig 
punt van Cn mag z^n, hetgeen by een eigenl^ke oplossing wel 
veroorloofd is, mits slechts de rakende tak van Cn lineair is. 
Hieruit volgt, dat een oneigenl^ke oplossing uitsluitend wezenlek 
en een elgeniyke oplossing gemengd z\jn kan. 

Van ieder der gevallen, die zich hierb^ kunnen voordoen, laten 
we een voorbeeld volgen. 

Bii de vraag naar de raakl^nen van uit een punt P aan een 
kromme te trekken is, by willekeurige ligging van P, de verbin- 
dingsiyn met een dubbelpunt als oplossing uitsluitend onwezenlijk 
en dus oneigenlijk, de verbindingslijn met een keerpunt gemengd 
en oneigenlijk, terwijl een raaklyn door P, waarvan het raakpunt 
geen byzonder punt der gegeven kromme is, uitsluitend wezenlijk 
en eigenlijk is. Ligt P op een dubbelpuntsraaklyn, dan is deze 
laatste een gemengde maar eigenlijke oplossing. Bij de vraag naar 
de kegelsneden door vier twee aan twee samenvallende gegeven 
punten, die een gegeven Cn aanraken, is (b^j overigens willekeurige 
ligging der gegeven punten) de dubbeltellende verbindingslijn dier 
punten n maal een oplossing, die uitsluitend wezenlijk maar 
oneigenlijk is. 



§ 27. Verdere strekking der formule van de Jonqüières. 

Zooals we reeds in § 19 (p. 127) hebben opgemerkt geldt de for- 
mule van DE JoNQuiÈBEs ook dan als er gegeven punten in gewone 
punten of in dubbelpunten van Cn samenvallen (hetgeen al of 
niet langs Cn kan geschieden), mits men onder p het aantal vaste 
snijpunten van Cm en Cm versta. Hierbij kunnen we evenals in de 
vorige paragraaf het stelsel der door de gegeven punten gaande 
krommen door een willekeurig lineair stelsel vervangen. 
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Zooals uit de afleiding van de Jonquièbes en ook uit die met 
behulp der recursieformules van Bbill (zie § 25) onmiddeliyk 
volgt, zfln in de formule van de Jonquièbes alleen die oplossingen 
medegeteld, die alle vrije aanrakingen wezenlijk uitvoeren en dus 
tot de wezenlijke oplossingen behooren (zie § 26). In het algemeen 
zyn dit uitsluitend wezenlijke oplossingen^ die met de hun toekomende 
multipliciteit (die dan tevens de wezenlijke multipliciteit is) in 
rekening gebracht moeten worden. 

Er kunnen onder de oplossingen, waarvan de formule van 
DE Jonquièbes het aantal aangeeft, echter ook wel gemengde 
voorkomen, b.v. als een a-voudige aanraking in een dubbelpunt 
aan een der takken door dat dubbelpunt wordt uitgevoerd. De 
multipliciteit, waarmede zulk een oplossing in de formule van 
DB Jonquièbes optreedt, is dan dezelfde alsof de gegeven kromme 
niet nog eens door het raakpunt ging en dus niets anders dan 
dat, wat we in § 26 (p. 160) de wezenlijke multipliciteit genoemd 
hebben. Hieruit volgt: 

Be formule van de Jonquièbes geeft voor een gegeven kromme, 
die slechts gewone dubhelpunten bezit, het aantal oplossingen aan, 
ieder met haar wezenlijke multipliciteit in rekening gebracht, of kort' 
weg het aantal wezenlijke oplossingen. 

Ook als de gegeven kromme gewone meervoudige punten i) 
bezit geeft de formule van de Jonquièbes het aantal wezen- 
lyke oplossingen aan, echter alleen zoolang dit aantal eindig is. 
Dat dit zoo is, is weer uit de afleiding van de Jonquièbes en ook 
uit die van Bbill in te zien. Deze afleidingen gaan n.1. ook voor 
een gegeven kromme met slechts gewone meervoudige punten 



1) Onder een Uvoudig punt 8 of een punt van den graad t van 6n ver- 
staan we een punt, waarin een willekeurige door 8 gaande rechte t sn^'- 
punten met Cn werpt. We noemen S een gewoon meervoudig punt als Cn 
in het pant 8 t verschillende raakl^'nen heeft, dus als het punt 8 oorsprong 
is van i elkaar niet rakende lineaire takken van Cn. 

11* 
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onveranderd door. Hierbij kan zich evenwel een omstandigheid 
voordoen, die we (daar de quaestie bü een niet-rationale Cn dezelfde 
is als by een rationale) gemakshalve voor het geval van een 
rationale gegeven kromme bespreken zullen. 

BQ de afleiding van de Jonquières (zie § 20) wordt het probleem tot 
lagere aanrakingsproblemen teruggebracht door door eenwillekeurig 
punt Q van Cn endea—1 volgende punten de (b, c, . . .)p+a krommen 
Cm van het stelsel aan te brengen, die aan Cn i—l vrtje aanrakingen 
van de orden ö, c, . . . volbrengen i). Ieder dier krommen Cm snijdt 
On behalve in Q en de vrUe raakpunten nog in mn—{a+b + c+ . . ,)— 
—p-t + 1 punten Q'. Onderstel nu, dat S een meervoudig punt 
van Cn is van dien aard, dat hoe het punt Q ook gekozen worde 
een (of meer) der (ö, c, . . .)p+a krommen Cm eenige vrye aanrakingen 
wezenlijk in het punt S uitvoert,- en wel zoo, dat er meer beweeg- 
lijke snijpunten (b.v. ten getale van l) in S vallen dan voor het 
uitvoeren dier aanrakingen noodig is. In dat geval zal het aantal 
buiten Q en de vrije raakpunten gelegen snijpunten dier Cm met 
Cn minder dan mw — (a + ö + c + . . .) — p - ^ + 1 bedragen, zoodat 
dan ook het totale aantal A' der met Q correspondeerende punten 
Q verminderd is 3). Onverschillig of ook A een vermindering 



^) Deze krommen Cm vormen te zamen de correspondentiekromme van 
het punt Q (zie § 17). 

^ Dat iets dergelijks zich werkelijk voor kan doen, ziet men uit het volgende 
voorbeeld. Gevraagd worde het aantal krommen Cm door J wt (jm + 3) — 4 
willekeurig gegeven punten, die een gegeven Cn met een gewoon vier- 
voudig punt S viermaal enkelvoudig aanraken (t=4i,j}=0, a=6=c=d=l). 
Brengt men nu door een willekeurig punt Q van Cn de krommen Cm door 
de gegeven punten aan, die Cn driemaal enkelvoudig aanraken, dan is 
daar steeds een Cm onder, die in 8 een dubbelpunt heeft. Deze laatste 
levert niet mn-r^l maar mn — 9 buiten Q en de raakpunten (die nu alle 
drie in S vallen) gelegen sngpunten Qf met Cn op. Hierdoor wordt ^* en 
ook A (die in dit voorbeeld = J^ is) verminderd, waardoor ook het aantal 
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ondergaan heeft, het aantal coïncidenties, en dus ook het aantal 
daaruit voortvloeiende oplossingen van het aanrakingsprobleem, 
zal daardoor kleiner geworden zyn. 

Bg deze oplossingen doen de ^ meerdere in 5 vallende snQpunten 
van Cn met de correspondentiekromme van Q voor het uitvoeren 
der vrQe aanrakingen geen dienst. Behalve de uit de coinciden- 
ties van Q en Q' voortvloeiende oplossingen ztJn er echter nog 
andere, waarby juist die l sn^punten een rol spelen. Daar nameiyk 
de correspondentiekromme van ieder punt Q van Cn een Cm bevat, 
die eenige vrüe aanrakingen, b.v. een b- en een c-voudige, op sin- 
guliere wyze in S uitvoert, zal de voorwaarde voor het op deze 
singuliere wyze uitvoeren dier aanrakingen hoogstens b + c-voudig 
kunnen z^n. Indien er nu van die l bovengenoemde snijpunten 
Il tot eenzelfden tak van Cn behooren, zal het voor Cm een 



coincidenties afneemt. Het aantal door die coïncidenties opgeleverde oplos- 
singen ondergaat dan eveneens een vermindering, maar daar staat tegenover 
dat er nu oplossingen z^n, die niet het gevolg zijjn van coïncidentie der 
punten Q en Q', n.1. oplossingen, waarb^* alle vier de aanrakingen In het 
punt 8 worden uitgevoerd. Alle door de gegeven punten gaande krommen 
Cm, die In 8 een dubbelpunt hebben, voldoen dan ook oneigenlijk aan de 
vraag. Het aantal dier onelgenl^'ke oplossingen Is oo^, te zamen het ontbre- 
kende aantal oplossingen vertegenwoordigend. Als vraag naar de groep der 
contactpunten hebben we echter slechts met één enkele (hoewel meervou- 
dige) oplossing te doen. Door het aantal vr^'e aanrakingen te vermeerderen 
kan men ook de vraag naar de groep der contactpunten onbepaald maken. 
Wordt b.v. gevraagd naar de vgfmaal enkelvoudig aanrakende krommen 
Cm door } »t (»i + 3) — 5 gegeven punten, dan voldoet ledere door de 
gegeven punten gaande Cm aan de vraag, die in 8 (dat we ook nu een 
4-voudlg punt van Cn onderstellen te z\jn) een dubbelpunt hebben en Cn 
elders enkelvoudig aanraken. Daar dit slechts vier gegevens vertegenwoor- 
digt, kan het enkelvoudige raakpunt nog willekeurig op Cn worden aange- 
nomen, zoodat ieder punt van Cn te zamen met/S'alseengroep van contact- 
punten te beschouwen is, waarvan er vier in 8 samenvallen. 
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a + 1— ^-voudige voorwaarde zön, dat zich daar nog a+1— ^op 
dienzelfden tak gelegen in S vallende snypunten bijvoegen en 
dus aan dien tak in het punt S ook de a-voudige aanraking 
wezeniyk wordt uitgevoerd. Terwfll in het algemeen een o-vou- 
dige vrye aanraking a gegevens vertegenwoordigt, krflgt men 
in dit byzondere geval hiervoor a + 1-^ gegevens, dus minder 
dan a gegevens zoodra ^ > 2 is. In dat geval zfln (als men wil 
dat op de boven beschreven wflze de a-, b- en c-voudige aanra 
king in het punt S worden uitgevoerd) de aanrakingsvoorwaarden 
niet voldoende om G» te bepalen. Het aantal oneigenlijke maar 
wezenlijke oplossingen wordt dan oneindig groot. 

In het beschouwde geval, dat S een gewoon meervoudig punt 
is, zal echter (als zich de bijzonderheid in quaestie al voordoet) 
steeds ^ > 2 zyn. Indien er n.1. door ieder punt Q van Cn en 
de a-1 volgende punten een tot het gegeven lineaire stelsel 
behoorende Cm mogelyk wil zijn, die aan Cn t—l vrije aanra- 
kingen van de orden h,c,d^, .. wezenlijk uitvoert zoodanig dat 
eenige vrije raakpunten in het punt S vallen, dan zal deze Cm 
in S noodzakelijk een meervoudig punt (punt van den tweeden 
of hoogeren graad) moeten vertoonen, zooals uit het in de noot 
van pag. 164 besproken voorbeeld duidelijk genoeg blijkt. Gaan er 
nu door het punt S behalve de takken, waaraan de aanrakingen 
worden uitgevoerd, nog andere takken van Gi, dan zal ieder dier 
takken door deze Cm in minstens twee samenvallende punten S 
gesneden worden, zoodat voor ieder dier takken li minstens de 
waarde twee hebben zaP). 

Uit het voorgaande blijkt, dat bij een gegeven Cn met gewone 



1) Indien echter 8 een meervoudig punt van Cn is, waardoor eenige 
lineaire elkaar rakende takken gaan, dan is het mogelijk, dat de corre- 
spondentiekromme van ieder punt Q van Cn door het punt 8 gaat, zonder 
dat 8 een meervoudig punt dier correspondentiekromme is, waardoor ^ = 1 
worden kan. Ter toelichting diene het volgende voorbeeld. Zj 8 een 
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meervoudige punten de afleidingen der formule van de Jonqüières 
alleen dan niet doorgaan, als het aantal wezeniyke oplossingen 
oneindig groot wordt. We vinden dus: 

Heeft de gegeven kromme slechts gewone meervoudige punten, dan 
stelt de fiyrmule van de Jonqüières nog steeds het aantal wezenlijke 
oplossingen voor zoolang dit eindig is^). 

Vervangt men in de formule van de Jonqüières mn—p door 
n\ het aantal beweeglijke snypunten van Cm en Cn, dan zijn alle 
in die formule voorkomende grootheden rationaal-invariant,^.vf.z. 
blijven bj|j een birationale transformatie onveranderd. Daar ook de 
wezeniyke multipliciteit van een oplossing (d. i. tevens de multi- 
pliciteit, waarmede de oplossing in de formule van de Jonqüières 
voorkomt) door een birationale transformatie niet verandert, volgt 
hieruit : 

Is de formule van de Jonqüières voor een bepaalde gegeven kromme 



drie-Yoadig punt van Cn, waardoor drie lineaire takken I, II en III gaan, 
waarvan I en II elkaar in S aanraken, en worde gevraagd naar de krom- 
men Cm door 4 I» (i» + 3) — 3 gegeven punten, die ün driemaal enkel- 
voudig aanraken. Brengt men nu door een willekeurig punt Q van Cnde 
krommen Cm aan, die door de gegeven punten gaan en Cn tweemaal 
enkelvoudig aanraken, dan komt voor ieder punt Q daaronder een Cm 
voor, die door het punt 8 gaat en daar de beide takken I en II van Cn 
aanraakt Deze Cm heeft in 8 geen meervoudig punt en snigdt dan ook den 
tak 111 (die ondersteld wordt niet aan de takken I en II te raken) slechts 
in één punt 5, zoodat voor dien tak Zi = 1 is. B\j dit voorbeeld is het 
aantal der door het punt 8 veroorzaakte oneigenlijke oplossingen dan ook 
niet oneindig groot. De eenige door het punt 8 veroorzaakte oneigenligke 
(meervoudige) oplosing is de door de gegeven punten gaande Cm, die in 
8 een dubbelpunt heeft. 

1) Bg het hiervoor geleverde betoog is echter nog geenszins met alle 
denkbare bijzonderheden rekening gehouden, o. a. niet met die, waarb^* 
gegeven punten in meervoudige punten van Cn vallen. Het resultaat is 
evenwel ook voor die gevallen hetzelfde. 
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en een bepaald lineair stelsel juist, dan is die formule ook juist 
voor ieder aanrakingsprohleemy dat er door een CRBMONA'sc/ie trans- 
formatie uit ontstaat, mits men aan iedere oplossing haar wezenlijke 
multipliciteit toekenne. 

Hieruit is gemakkelflk af te leiden, dat de formule van de 
JoNQüiÈREs ook voor een gegeven kromme met hoogere singula- 
riteiten (dus met superlineaire takken) juist is, waarbij dan echter 
de oneigeniyke oplossingen, die alle aanrakingen wezeniyk, waar- 
van sommige in oorsprongen van superlineaire takken, uitvoeren, 
met hun wezeniyke multipliciteit moeten worden medegeteld. 
Dat dit zoo is volgt onmiddellijk uit een stelling van Nobther 
(172 Math. Annalen Bd. 9), volgens welke iedere algebraïsche vlakke 
kromme met hoogere singulariteiten door een birationale trans- 
formatie in een kromme veranderd kan worden, die slechts gewone 
meervoudige punten (d. w. z. meervoudige punten met gescheiden 
raakiynen) bezit i). Hieruit volgt dat ieder aanrakingsprobleem 
birationaal getransformeerd kan worden tot een, waarop de for- 
mule van DE JoNQüiÈRES vau toepassing is, waaruit dan de 
juistheid dier formule ook voor het oorspronkelijke probleem 
volgt. 

Het blykt dus, dat de formule van de Jonquières steeds het 
aantal wezenlijke oplossingen aangeeft ook dan als de gegeven 
kromme hoogere singulariteiten bezit, natuurlyk mits het aantal 
wezenlijke oplossingen eindig zij. Door dit laatste wordt de toepas- 
baarheid der formule echter weer aanmerkelijk beperkt. Immers 
reeds als de gegeven kromme een superlineairen tak van den 
3den graad (zie p. 152) heeft, wiens oorsprong geen vast punt van 
het stelsel is, wordt het aantal wezenlyke oplossingen oneindig 
groot. Legt men n.1. aan een kromme van het stelsel de enkel- 



1) Omtrent de prioriteit, die Kronecker op deze stelling kan doen 
gelden, zie men 167 Jahresóer, der ^Deutscïien Math, Ver. Bd, 3, p. 
871 noot. 
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voudige voorwaarde op door den oorsprong van dien tak te gaan, 
dan vallen daardoor drie beweeglyke snU punten langs dien tak 
in zfln oorsprong samen. De voorwaarde, dat er a + 1 beweeglijke 
snijpunten in den oorsprong van dien tak vallen, is dus hoogstens 
a— 1-voudig, waaruit volgt dat de Cm, die de a- voudige aanraking 
in den oorsprong van den tak van den derden graad uitvoert, 
door de aanrakingsvoorwaarden niet bepaald is; een der andere 
vrtje raakpunten kan men dan nog geheel willekeurig aan- 
nemen. 

Het is duideiyk dat iets dergel^ks zich even goed kan voordoen 
als de gegeven kromme geen superlineaire takken heeft, maar 
dan is het een byzonderheid van het lineaire stelsel, die het 
aanrakingsprobleem onbepaald maakt. Immers wanneer men den 
tak van den Sden graad birationaal tot een lineairen tak trans- 
formeert, zal de bovengenoemde omstandigheid zich nog steeds 
biyven voordoen. Het getransformeerde lineaire stelsel is dan van 
dien aard, dat alle krommen, die door den oorsprong van dien lineai- 
ren tak gaan, daar dezelfde raaklyn en kromming hebben als de 
gegeven kromme, zoodat er door een enkelvoudige vooi-waarde 
direct drie beweegiykesnüpunten tot samenvallen gebracht kunnen 
worden. 

Resumeerend vinden we dus: 

Theorema I. — Gegeven zij een lineair stelsel van de (a+H-^*-)*^ 
orde van algebraïsche vlakke krommen^ die een gegeven kromme van 
hei geslacht g in w' beweeglijke punten snijden. Het aantal krom- 
men van het stelsel^ die aan de gegeven kromme t vrije aanrakingen 
resp. van de orden a, b, c, enz, wezenlijk uitvoeren i), bedraagt^ zoo 
dit eindig is, steeds: 



1) Waarb^* dus iedere oplossing met haar wezenlijke mültipliciieii in 
rekening moet worden gebracht, d. i. de kleinste waarde waartoe haar 
multipliciteit door een CftEMONA^sche transformatie gereduceerd kan worden 
(zie $ 26). 
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(a,6, c, ...) = 
[n'-(a+&+c+...) Y + 
+ [tf-Ca+ft-hH-...)-!]*-! (a+ b + c +...) [g]^ 

+ 

+ [n'-(a+6+(?+...)-n° (06c ) [flf]< 

Hierin is [x]i een afkorting voor x(x— l)(x — 2) ...(x — i + l), 
ierwyl P het aantal malen beteekentf waarop de onderling gelijke 
der aanrakingsindices a, ö, c, . . . gepermuteerd kunnen worden. 



§ 28. Caylby'8 uitbreiding van de formule van de Jonqüiêbes. 

De formule van de Jonqüiêres geeft alleen dan het aantal eigen- 
lijke oplossingen aan ^) als de gegeven kromme slechts gewone 
dubbelpunten maar geen keerpunten heeft. Door Cayley (3 Phil. 
Tram. Vol. 158, Goll. Pap. Vol. 6, art. 74-93) is die formule 
uitgebreid tot een kromme die behalve S dubbelpunten nog x 
keerpunten bezit. Hierbtj beperkt Cayley zich aan den anderen 
kant weer tot het geval, dat geen der gegeven punten op de gegeven 
Cn ligt en dus p = O is. 

De formule van Cayley voor het geval van vier voorgeschreven 
aanrakingen van de orden a, ft, c en d luidt: 

(a, 6, c, d) = 
(a+l)(H-l)(H-l)(c«+l)/ [mn-(a-Yh+c^d) ]* + 

l+[ww-(a+H-c+c^)-l]*( a +h+c+ d )\g\^\ 
|+[mw-(a+&+c+d[)-2]2( ab +ac+...+ cd)[g]^\ 

i+[mw-(a+è+c+e^)-3]Ha6c+ +6cd)[flf]»| 

(+ dbcd\g]^\ 



^) Beboudens de in } 24 besproken beperkingen. 
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-tza(b+l)(c+l)(d+l)i [mn-{a+b+c+dhl]^ + \]M^+ 

\+[mfir-{a+b+c+dh2]Hb+ c + d)[g]^l 
j+[mw-(a+H-c+t«)--3]K6c-l-6d+cd)tef]2l 
(+ bcd[g]^] 

+lï:db{c + l)(d + l) l [mw-(a+H-c-H)-2p + !][«?- 

+[mn-{a+b+c+d) - 3]i (H-cQ Ig] ^ l 
1+ cd[9]A 

-[£ ca)c{d+ 1) J [m»-(a+H-c+d)-3]i+ / ] M8+ 

+ [abcd ][xP (44) 

De wet der samenstelling dezer formule voor een willekeurig 
aantal aanrakingen is hier gemakkelyk uit te herkennen. 

Voor deze formule gelden dezelfde opmerkingen als voor die van 
DE JoNQUiÈBES. Zoo gooft ZO ovonals de formule van de Jonquièbes 
het aantal groepen van contactpunten aan. Z^jn er onder de 
getallen a, b, c, enz. x onderling gelyk, dan moet het opgegeven 
aantal, om dat der krommen Cm te vinden, door [«]« gedeeld worden. 
Verder geldt de formule weer alleen binnen een zeker geldigheids- 
bereik, n.1. als er geen krommen met meervoudige takken aan de 
vraag voldoen. 

Cayley leidt zijn formule af door oplossing van functionaal- 
vergeiykingen (zie § 12). Als het noodig is den graad der gegeven 
kromme, waarop de aanrakingsvoorwaarde betrekking heeft, aan 
te wjjzen, geschiedt dit door toevoeging van een index, zoodat 
we dan (a)n in plaats van (a) schrijven. 

Nu is (a) een functie van n, g en k, door welke drie grootheden 
de gegeven kromme gekenmerkt is. De overige in de formule 
optredende grootheden beschouwen we als standvastig. In plaats 
van g voert Cayley echter een grootheid a = ^r — 1 in, omdat 
A voor een gedegenereerde kromme zich additief uit de a's der 
partieelkrommen samenstelt, maar g niet. Immers g is gedefi- 
nieerd uit: 
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Sf=i(n-l)(n-2)-cf-x = iA-n + ix+l, 
dus: 

A = iA — n + Jx. 
Degenereert Gi du in twee krommen Cni en Cn^, dan is: 
w = n^ + ^1 » 

K =1 AJj -|- AJj I 

dus: 

Binnen het geldigheidsbereik der af te leiden formule heeft 
men eveneens : 

De oplossing van deze functionaalvergeltjking, waarin (a) als 
een functie van w, a en x beschouwd wordt, luidt: 

{a)n = [a]„ , 

waarin [a\n een homogene lineaire functie van n, a en k beteekent. 
Laat men ter bepaling van {a,b)n de kromme Gn in twee 
krommen Cm en Cn, degenereeren, dan vervallen de oplossingen 
in vier soorten, zoodat men heeft: 

(a , b)^,^ = {a , b)n, + (a , b)„^ + { (a)„, {b)n, ] + [ (a)„, (6)^ } . 

Hierin stelt {(a)ni (&)«,} het aantal krommen Cm voor, die Cm 
a-voudig en Cn^ è-voudig aanraken. 

Zfln a en è niet te groot, dan hebben de beide bij de aan- 
rakingsvoorwaarden (a)m en (è)n, behoorende meetkundige plaatsen 
GK^—a) en ö(«-6) in een a = im(m + 3)-dimensionale ruimte (zie § 1) 
een doorsnede CK^—a—b) ^ waarvan de graad gelyk is aan het product 
der graden van (?(«-a) en ö(«-6). Z^n a en & echter grooter, 
dan kan de doorsnede meer dan u—a—b dimensies verkregen 
in welk geval er een doorsnijdingsresidu van u-a—b dimensies 
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overbiyft. De graad daarvan heeft dan evenwel een reductie onder- 
gaan (zie p. 21). In dat geval z^n we buiten het geldigheidsbereik 
der af te leiden formule. 
Binnen het geldigheidsbereik is dus: 

{ («k if>K 1 = («k • (*k = Wm • M".t 
{ («K (ftk I = («k • (*k = [«k • [*]ni . 
waarin de stippen gewone vermenigvuldigingen beteekenen. 
De functionaalvergeiyking wordt dus : 

(« » *)«i-K — (« » *k -" (« t *)n2 = Wni • [*]n2 + W«2 • M«i • 
Een particuliere oplossing hiervan luidt: 

{ajb)n = [a]„ . [6]„ , 

terwijl de algemeene oplossing der functionaalvergeiyking zonder 
tweede lid is : 

{a,b)n = [ayb]n , 

waarin weer [a,b]n een homogene lineaire functie van w, a en x 
voorstelt. De algemeene oplossing der functionaalvergeiyking met 
tweede lid is dus: 

{a,b)n = [a]n[b]n+ [a,b]n ^ 

Op deze wQze leidt Catlet het volgende stel vergel^kingen af 
(waarby we de indices weglaten): 

(a) = [a] 

(a,b) =[a][6] + [a,6] 

(a,b,e) =la][bM+[a]lb,e]-\-[b][a,c]-\-[c][a,b]+[a,b,c],\ •(«) 
(a, b,e,d) - [a]lb][c\[d] + 2 [a][b][c, d]-\-2ia, 6][c, d] + 

4- 2 [a][6, c, O + [a, 6, c, d] , j 
enz., 

waarin alle grootheden tusschen vierkante haakjes homogene 
lineaire functies van n, a en ie zjjn. 
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Cayley bepaalt deze functies uit de kennis van (a), (a, b), enz. 
voor een rationale Cn zonder keerpunten en een rationale dn met 
één keerpunt. 

Is Cn een rationale kromme zonder keerpunten (a=— 1, « = 0), 
dan is volgens de formule van de Jonqüières voor p = 0: 

(a, 6, c, ...) (voor a = — 1, x = 0) = 
(a + 1) (6 + 1) (c + 1) ... [mn-{a-\^b+c + ...)Y ...{?) 

De uitdrukking (a, ft, c, . . .) voor een rationale kromme met één 
keerpunt (a=— 1, x = l) bepaalt Cayley uit de reductie door dat 
keerpunt veroorzaakt, of liever veroorzaakt door de verandering van 
een gewoon dubbelpunt in een keerpunt. Daartoe moeten die krom- 
men worden afgeteld, die een der aanrakingen, b.v. de a-voudige, in 
het keerpunt uitvoeren. Legt men nu aan Cm de a-voudige voor- 
waarde op door dat keerpunt en door a— 1 oneindig dicht bfl het 
keerpunt gelegen punten van On te moeten gaan, dan vallen er 
a + 1 beweeglijke snijpunten van Cm en Cn in dat keerpunt 
samen, zoodat de Cm daar de a-voudige aanraking oneigenlijk 
maar wezenlijk uitvoert. 

Het aantal krommen Cm, die de a-voudige aanraking in het 
keerpunt uitvoeren en aan de overige voorwaarden op eigenlflke 
wyze voldoen, wordt gevonden uit de formule van de Jonqüières ^) 
voor t—l vrye aanrakingen, waarby de a + 1 in het keerpunt 
vallende snijpunten als vaste snöpunten van Cm en Cn moeten 
worden aangemerkt, zoodat in die formule p = a + 1 te stellen is. 
Het aantal dier krommen wordt dus : 



1) Dat deze formule hier toepasbaar is verdient nader bewigs, hetgeen 
Catley niet geeft. De bepaling van (a,è ,c y,. ,) voor een rationale 
kromme mei één keerpunt is het zwakke punt van z^n afleiding. Ca.yley 
zelf zegt er van „some of the steps require however to be more completely 
made out" (1. c. art. 89). 
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(6 + 1) (c -f 1) . . . [wn — (6 + c + . . .) — (a + 1)]^-^ = 
(t + 1) (c + 1) . . . [mn — (a + 6 + c + . . .) - 1]^-^ • 

Volgens Cayley telt ieder dier krommen (nadat de invloed van 
het keerpunt als gewoon dubbelpunt reeds in rekening gebracht 
is) voor a oplossingen \ zonder dat hy daar echter een nader 
bewfls voor levert. In § 31 zal ik aangeven hoe dit voor het 
geval, dat ^ = 1 is, aangetoond kan worden. Is dit nu eenmaal 
voor t = l bewezen, dan geldt hetzelfde ook voor een willekeurige 
waarde van t Immers de eenige oorzaak voor de multipliciteit 
der oplossing ligt hierin, dat een der aanrakingen op oneigen- 
lyke w^ze in het keerpunt wordt uitgevoerd, daar toch aan de 
andere voorwaarden op eigeniyke w^jze voldaan wordt. Wat die 
andere voorwaarden z^n is dan echter voor die multipliciteit 
onverschillig. 

Cayley komt zoo tot het besluit, dat de krommen Cm, die een 
der aanrakingen in het keerpunt vertoonen, te zamen 

-2 a (6 + 1) (c + 1) . . . . [mn — (a + 6 + c + . . .)-l]*"^ 

oplossingen absorbeeren. By een rationale kromme met één keer- 
punt (A = -l, je=:l) bltjven er dus 

(a, 6, c, . . .) (voor a = — 1, x = 1) = 

(a+l)(t + l)(c+l)....rmn-(a + 6 + c + ...)P- 
— -2'a(6+l)(c+l)...[mn — (a + 6+c+...)— ip-i...(y) 

eigeniyke oplossingen over. 
Nu is voor ^ = 1 : 

(a) = [a] = An-\-BL'\' Cx, 

waarin 4, B en C functies van m en azgn. Voor a=— 1,^ = en 
voor A= - 1, IC = 1 heeft men dus volgens de vergelijkingen (ff) en (y) : 



^) Dit is dus de wezenlijke multipliciteit (zie ( 26). 
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{a + 1) {mn — a) = An — B , 

{a + 1) (win — a) — a = An — B -{- C. 

Hieruit volgt: 

A=z(a '{' 1) m, 

5 = a(a+ 1) , 

C = — a 
zoodat men heeft: 

(a) = [a] = (a -f- 1) mn -f- öt (a + 1) A — a x, 

of daar a = ^— 1 is: 

(a) = (a+l) j [mn~.a]^+ j-a[xr , 

in overeenstemming met vergelijking (44). 
Voor t = 2 stelt men evenzoo: 

[a ,b] = An -\' B A + Ctc , 

waarin Aj B en G functies van w, a en ft zyn. Nu is volgens 
O) en (y): 

(a, b) (voor a = — 1, « = 0) = (a + 1) (6 + 1) [mn — a — 6]« , 
(a,6)(voorA= — l,x = l) = (a + 1) (6 + 1) [mn — a — 6]« — 

— -2 a (6 + 1) (mn — a — 6 — 1) . 

Volgens de vergelijkingen (a) is echter: 

[a,6] = (a,6)-[a][6], 

waarin [a] en [ft] reeds gevonden functies van w, a en « ztjn. 
Men vindt dus: 

[a,6] (voor A =— 1, K = 0) = (a + 1) (6 + 1) {— mn(a -f- 6 + 1) + 

+ a» +6» + aft + a + 6} = ^n — 5, 
[a,ftl (voor A =5— l, « = 1) = (a + l)(ft + l){~mn(a + ft + 1).+ 

+ a' + ft' + aft + a + 6} + 
+ (a + 1) (ft + 1) (a + ft) — aft = iln — J5+ C. 
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Hieruit volgt: 

A — - {a + l){b + l){a + b + l)m 

5= - (a + 1)(6 + l){(a + 6)(a + 6 + 1) - ai'}, 

C = (a + 1) (6 + 1) ( a + 6) — aft 

Voor [a, 5] vindt men dus: 

[a,6]=(a+l)(6+l){-(a+6+l)mn-[(a+6)(a+64-l)-a6]A+ 

-|-(a-j-6)x} — abx 
=(a4-l)(6+l){— (a4-64-l)(mn-a— 6)-a6— 

— [(a+6)(o+6+l)— a%+(a+6)x}— aftx, 

en dus voor (a, ft), volgens 

(a, b) = [a] [6] + [a, 6] : 

(a, 6) = (a + 1) (6 + 1) ( [mn — a — b ]» + 

+ [,„„ _ a _ 6 _ 1] t (a -f- 6) [^] • j 

-[2a(6+l)j [mn-a-6-l]>4- )][*]« + 

eveneens met vergelüking (44) in overeenstemming. 

Op deze wtjze kan men voortgaan. Voor a=— 1, x = en voor 
A =— 1, K = 1 vindt men [a, b, c] uit : 

[a, 6,c] = (a, 6,c) - [a][6][c] - 2 fa] [6, c] . 

Verder is [a, ft,c] van den vorm An + B^+ Cx, zoodat ^w— B 
en ilw— B+C bekend ztjn, waaruit A, B en C gevonden kunnen 
worden. Daardoor is dan [a, ft, c] voor willekeurige waarden van 
«, A, K bekend, waaruit met behulp van (a) ook (a, ft, c) gevonden 
kan worden. Men krQgt zoo steeds uitkomsten, die met vergeiy- 
king (44) in overeenstemming z^n, maar zooals Cayley zegt, de 
werkeiyke uitvoering dier berekeningen zou een zeer omvangrijk 
werk zyn. 

ia 
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S 29. Uitbreiding van de formule van Catlby. 

Catlet beschouwt by ztjn uitbreiding van de formule van de 
JoKQuiÈREs uitsluitend het geval p = O, dus het geval dat geen der 
gegeven punten op de gegeven kromme ligt^). Echter ook als er 
gegeven punten op de gegeven kromme, mits niet in de keerpunten, 
vallen gaat de methode met de functionaalvergeiykingen nagenoeg 
onveranderd door. Men moet dan (a, 6, c, . . .) als een functie van 
n, A, K en p beschouwen. B\| de degeneratie van Cn in Cm en 
Cn^ komen er nu pi vaste snijpunten met Cm op dj en p^ vaste 
sn^punten op C^ te liggen. Men heeft dan: 

Hieruit blvjkt, dat de functionaalvergeiykingen van Caylby 
onveranderd bl\jven en dat dus ook nu de vergeiy kingen («) van 
p. 173 bestaan. Op dezelfde wyze als in § 28 biykt, dat men voor 
A=— 1, K = heeft: 

{a,b,e, ...) — (a+1) (6+1) (c+1) ... [mn — (a+6-|-<j+ ...)—/>]'. 
en voor a=— 1, k=1 : 

(a, 6, c, ...) = 

(a + l) (6 + l) (c + 1) ... \mn — (a + b + C'\- ...) -/>]« — 
— -S a (6 + 1) (c + 1) ... {^.^^(a + b + c + ...) - jt> — l]«-i . 

Hierin komen n en p slechts in de combinatie mn—p voor, 
waaruit gemakkeiyk is in te zien dat alle volgende afleidingen 
van § 28 ook nu nagenoeg ongewijzigd doorgaan. Het biykt n.1. 
dat ook by de verdere ontwikkelingen n en p nooit anders dan 
gecombineerd tot mn—p voorkomen, zoodat men in het eindresul- 
taat slechts mn door mn—p^n* te vervangen heeft. 



1) Catley zegt hieromtrent (8 art. 92): „It is probable that the genera! 
formulae containing the number p admit of extensions and transformations 
analogous to the formulae in which p is put = O, hut this is a question 
which I have not considered." 
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Echter ook als sommige der gegeven punten in keerpunten van 
Cn vallen gaat de formule met een kleine wijziging door, waarbQ 
we ons in deze paragraaf beperken tot het geval, dat er geen twee 
of meer gegeven punten in een keerpunt samenvallen. Men 
heeft dan slechts de grootheid k daar, waar ze expliciet optreedt 
(impliciet komt » n.1. ook in het geslacht g voor), te vervangen 
door x', het aantal der buiten de gegeven punten gelegen keerpunten 
van Gn. 

Dat in de formule alleen het aantal der buiten de gegeven 
punten gelegen keerpunten optreedt is onmiddellijk in te zien. 
Zy n.1. S een in een gegeven punt vallend keerpunt. De voor- 
waarde, dat de Cm (waarvan steeds ondersteld wordt, dat ze door 
de gegeven punten gaat) aan de keerraakiyn in S raakt, m. a. w. 
dat Cm één beweegl\jk sn^punt in S werpt, is enkelvoudig, zoodat 
de voorwaarde, dat er a + 1 beweeglijke sn^punten in S vallen, 
dus de voorwaarde, dat een a-voudige vrQe aanraking wezenlijk 
in het keerpunt S wordt uitgevoerd (zie § 26), in het algemeen 
a + 1-voudig is. Daar de overige aanrakingsvoorwaarden te zamen 
een dimensie b + c+... hebben zal er in het algemeen geen Cm 
zyn, die aan de vraag voldoet en de a-voudige aanraking wezen- 
lek in het keerpunt S uitvoert. We vinden dus : 

In het algemeen zijn et* geen tot de wezenlijke behoorende oplos- 
singen (zie § 26), die een of meer der vrije aanrakingen in keer- 
punten van Cn uitvoeren, die tevens enkelvoudige gegeven punten zijn. 

Daar nu volgens § 27 voor een Cn met keerpunten de formule 
van DE JoNQuiÈRES hot aantal wezenlijke oplossingen aangeeft, 
hebben we om het aantal eigenl^ke oplossingen (waarbö de vrye 
aanrakingen buiten de keerpunten worden uitgevoerd) te verkregen 
slechts die oneigeniyke oplossingen in mindering te brengen, die 
tot de wezeniyke oplossingen behooren. Volgens het boven gevon- 
dene kunnen hierby de in gegeven punten vallende keerpunten 
van Cn geheel buiten beschouwing bl\jven, zoodat de vermindering, 
die het aantal eigenlijke oplossingen ondergaat alleen van het 

12* 
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aantal jc' der buiten de gegeven punten gelegen keerpunten afhangt. 

Na deze uiteenzetting zal het duidelijk zyn, dat de bew^svoering 
van Cayley ook voor het geval van in gegeven punten gelegen 
keerpunten doorgaat, mits men overal « door «• vervangt. Op 
dezelfde wyze als vroeger vindt men n.1., dat het aantal eigenlijke op- 
lossingen voor een rationale Cn met keerpunten, waarvan er slechts 
één buiten de gegeven punten valt, ook dan wordt voorgesteld door 

(a + 1) (6 + 1) (c + 1) ... [mn — (a -f. t + c + ...) —p]t — 
— -S a (6 + 1) (c + 1) ... [mn — (a + 6 -f. c + ...) —p — l]«~i . 

We vinden dus: 

Theorema IL — Gegeven z^n im(m + S)—{a + b + c+ ...) punten 
en een kromme On van het geslacht g met geen andere superlineaire 
takken dan die met keerpunten, waarvan er k' buiten de gegeven 
punten gelegen zijn, terwijl in geen der overige keerpunten twee of 
meer gegeven punten samenvallen. Het aantal (a, ft, c, ...) der door de 
gegeven punten gaande krommen Cm, die aan On buiten de keerpunten t 
vrije aanrakingen resp. va/n de orden a, b, c, .... wezenlek uitvoeren, 
wordt (als we kortheidshalve t = S onderstellen) gevonden uit: 
P(a,ft,c) = (a+l)(H-l)(c+l)f [n'-ia+b+c) p + j~ 

j+ [n'-(a+6+c)-2p (db+ac+bc) [g]H 
\ + abc \g]^ ] 

-[£o(6+l)(c+l)l [w'-(a+ft+c)-l]8 + 1]M^ + 

+ [n'-(a+6+c)-2]i (6+c) [flrp 
1+ ^ bc\g]A 

\+ c[g]i] 

- [abc IM» .... (45) 

Hierin stelt n* het aantal beweegl^ke snijpunten van Cn m^t de 
door de gegeven punten gaande krommen Cm voor i). 



^) Voor de notaties zie theobema I, p. 169 — 170. 
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§ 80. Andere afleiding der in theorema II genoemde formule. 

By deze afleiding der formule zullen we gemakshalve wederom 
onderstellen, dat alle aanrakingsindices a, ft, c, ... verschillen en dus 
P=l is. De formule, die we te bewyzen hebben, luidt dan voor 
een willekeurige waarde van t: 

(a,b,c,...yi9' = A,-A,+A,--A, + .... + (-lYAt'). . . (46) 

Hierin is de beteekenis van A^,Ai,A2, enz. door vergeiyking 
met de formule (45) gemakkelijk te herkennen. Zoo is b.v. : 

As=[£ca}cld+l){e+l)... I [^/_(a+H-o+...)-8]t-3 + \]M^ 

\+[n'-(a+b+c+...)-4:]t-^( d + e +...)[g]^ 
j+ [n'-(a+H-c+...)-B]«-5 (de+df +...) [g]^ 
1+ 

= [Z abc (d, e, /; . . .V_(a+6+c)-3l [«']*, 

waarin de index n'-(a + ft + c)— 3 het aantal beweegiyke snö- 
punten aangeeft. 

De eerste term A^ beteekent niets anders dan het aantal wezen- 
lijke oplossingen. Hiervan moet het aantal der wezenlijke maar 
oneigenlijke oplossingen worden afgetrokken. Zooals we in § 29 
beredeneerd hebben z^'n onder deze laatste geen oplossingen, die 
een of meer der vrye aanrakingen in in gegeven punten vallende 
keerpunten van Cn uitvoeren. 

De in mindering te brengen oplossingen vervallen nu in ^soor- 
ten. De oplossingen van de i<ie soort voeren i (en niet meer) vrye 
aanrakingen in buiten de gegeven punten vallende keerpunten 
van Cn uit. Het aantal oneigenlijke oplossingen der ide soort, ieder 



1) Ter onderscheiding schrgven we in deze paragraaf (a, A, (?, . . .) voor 
het aantal wezenlijke, {a, b,c,.. .)eig. 70or het aantal eigenlijjke oplossingen. 



met haar wezenlijke multipliclteit in rekening gebracht, steQen 
we door Bi voor. Voor het aantal eigeniyke oplossingen biyft 
dan over: 

(a, by c, ...)^' = A^ — B^—B^ — B^ — ... — Bt ^) . (47) 

De wezeniyke multipliclteit eener oplossing van de eerste soort, 
die de a-voudige aanraking in een keerpunt van Cn uitvoert, is 
geiyk aan a (zie p. 176). Een oplossing van de tweede soort, die 
de a- en de A-voudige aanraking in keerpunten £i en £^ van Cn 
volbrengt, zal dus een wezenlijke multipliclteit afhebben. Immers 
laat men de samenvallende raakl^nen van het keerpunt Si een 
weinig uiteengaan (waardoor een gewoon dubbelpunt ontstaat), dan 
ondergaat het geslacht van Cn daardoor geen verandering en even- 
min de overige in vergel^king (43) (p. 170) voorkomende grootheden, 
waaruit volgt, dat het aantal wezeniyke oplossingen onveranderd 
blijft. De oorspronkelijke oplossing is dan echter in a verschillende 
wezeniyke oplossingen uiteengevallen, die nog alle de A-voudige 
aanraking in bet keerpunt S^ uitvoeren ^. Dit z^n a oplossingen 
der eerste soort, die alle een multipliclteit b hebben en dus ab 
oplossingen vertegenwoordigen, die men als a 6 t;er8cM2en(2e oplos- 
singen voor den dag kan brengen door ook het keerpunt S^ in 
een gewoon dubbelpunt te veranderen. 

Op dezelfde w\jze beredeneert men, dat aan een oplossing van 
de 3de soort, die drie aanrakingen van de orden a, 6 en c in keer- 
punten van Cn uitvoert, een wezenlijke multipliclteit abc toe- 
komt, enz. 



^) Is IC < t^ dan zullen natuurligk J^x+i i •^x4-2* • • • > ^t ^^ nul moeten 
worden. 

^ De oorspronkel^ke oplossing heeft n.l. een wezenljke multipliclteit 
a als oplossing van de ?raag naar de door de gegeven punten gaande 
krommen Cm , die de gegeven kromme in 8^ ^-voudig aanraken en boven- 
dien aan die kromme nog t — 1 vrije aanrakingen van de orden a, c, i^, enz. 
vertoonen. 



Aangetoond moet nu worden, dat de vergeltjking (46) met (47) 
in overeenstemming is. Daartoe gaan we na wat de beteekenis 
van Ai is. In 

is (d, 6, f, ....)„/_(o+6+c)— 3 ^^^ aantal wezenl^ke oplossingeni die 
de a-, de b- en de c-voudige aanraking in bepaald aangewezen 
keerpunten van Cn uitvoeren; houdt men n.1. het a-, het ft- en het 
c-voudige raakpunt in die keerpunten vast, dan zijn die keerpunten 
gegeven punten geworden, waarin resp. a + 1, 6 + 1, c + 1 vaste 
snijpunten van Cm en Cn vallen, zoodat er voor het aantal beweeg- 
lijke snöpunten w'-(o + ft + c)— 3 overbluft. Daar de wezenl^ke 
multipliciteit van ieder dier oplossingen aft cis, vertegenwoordigen 
ze te zamen aftc(d,e,/*,...)„/_(^,.|.5^.^)_3wezenlöke oplossingen. Door 
de drie aangewezen keerpunten dezelfde te laten maar de orden 
der aanrakingen, die daar worden uitgevoerd, te varieeren, vindt 
men voor het aantal wezeniyke oplossingen, die drie vrQe aan- 
rakingen in drie bepaald aangewezen buiten de gegeven punten 
gelegen keerpunten van Cn uitvoeren: 

3! [Sabe (d, «,/, ...)n'-(a+6+c)-s]' 
waarby ook die oplossingen zQn medegeteld, die behalve de drie 
aanrakingen in de aangewezen keerpunten nog andere vr^je aan- 
rakingen in keerpunten van Cn volbrengen. Vermenigvuldigt men 

(om Az te kragen) dit aantal met — - (het aantal manieren, waarop 

o! 

men drie buiten de gegeven punten gelegen keerpunten van Cn 
kan aanwezen), dan kr^gt men alle wezeniyke oplossingen, die 
drie of meer vrtje aanrakingen in keerpunten van Cn volbrengen. 
De oplossingen, die vier vrQe aanrakingen in keerpunten van Cn 
uitvoeren, zQn dan echter by vier verschillende drietallen van 
keerpunten medegeteld. Evenzoo zQn de oplossingen, die jU>^) 

j\ 
vriye aanrakingen in keerpunten van Cn uitvoeren, . q^i '=0')s 



- 184 - 

maal in rekening gebracht, telkens met hun wezenl^ke multipli- 
citeit, waarin (j\ de derde binominaalcoêfl&cient van de^^e macht 
voorstelt. Men vindt dus : 

A. = 5, + (4).B, + (5). 5. + .... + (t),Bt. 

Algemeener heeft men : 

Ai = (i)iBi + {i+l)iBi+i + (i + 2),- 5^+2 +.... + {t)iBt. 

Drukt men nu met behulp van deze formule de A*q van ver- 
geiyking (46) in de jB*s uit, dan gaat die vergelöking over in : 

(a, t, c, )«^- = ^0 + «j 5j + «, 5, + 5, 5, + + 8t Bi, 

waarin sj een getallenfactor is, die geiyk is aan: 

»i= -O). + O), -(i). + •...+(- ly o)r 

Uit: 

o = (i-iy = i-ij\ + (j),-(j% + ....-\.(-iy(j)j 

volgt dan verder dat S;=— 1 is, dus: 

(a, 6, c, . . .^9' — A^ — B^ — B^ — B^ — . . . . — Bt . 

Hiermede is de overeenstemming tusschen de vergelijkingen 
(46) en (47) aangetoond en dus de juistheid van vergelijking (46) 
bewezen. 

Opmerking, Men kan bij deze afleiding nog eenigszins anders 
te werk gaan, waardoor men nog beter ziet hoe de formule (46) 
voor den dag komt. We bewijzen de formule eerst voor ^ = 1, 
hetgeen onmiddellyk verricht is, daar het aantal in mindering te 
brengen oplossingen dan te' bedraagt, ieder met een multipliciteit 
a. üit de formule voor ^ = 1 bewijzen we die voor < = 2; daaruit 
de formule voor ^ = 3, enz. We kunnen dus de juistheid der for- 
mule (46) voor t— 1 (of minder) vrye aanrakingen aannemen en 
hebben dan de juistheid dier formule voor t vrQe aanrakingen te 
bewyzen. 

Het aantal wezenl^ke maar oneigenlijke oplossingen der eerste 
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soort (die één en niet meer vrfle aanrakingen in keerpunten van 
Cn uitvoeren) wordt uit de formule (46) voor t — 1 vrge aanra- 
kingen gevonden. Hierbij moet men bedenken, dat by de bepa- 
ling van het aantal oplossingen, die de a-voudige aanraking in 
een buiten de gegeven punten gelegen keerpunt S van Cn uit- 
voeren, dit keerpunt voor a + 1 vaste snijpunten telt en dus niet 
meer als een buiten de gegeven punten gelegen keerpunt behan- 
deld moet worden i), zoodat n' door w' — a — 1 en x' door «' — 1 
moet worden vervangen. Op deze wyze vindt men: 

A = (1), A, - (2), A, + (3), A, -... + (- l)'-i (O, At . 

Bïj de bepaling van het aantal oplossingen van de tweede soort 
(met twee in keerpunten uitgevoerde aanrakingen) heeft men in 
de formule (46) t door t-2, k' door x'-2 en n' doorn'— (a+ft)-2 
te vervangen, als a en ft de orden der in keerpunten uitgevoerde 
aanrakingen zyn. Men vindt dan : 

B, = (2), A, - (3), A. + (4), A,^... + {- iy-2 ft)^ At 
en in het algemeen : 
Bi = (i)iAi - (i+ l)iAi+i + (i+ 2). .1,4.2 - . . . + i-iy-i {t)iAt. 

Door met deze formule uit vergeiyking (47) de B*s te verdrijven 
vindt men gemakkelijk : 

(a, t, c, . . .)«//• = A,-A,+A,-A, + ... + {^iyAt, 
waarmede dan de formule (46) voor t vr\je aanrakingen is aan- 
getoond. 

Uit het oogpunt van strengheid en eenvoudigheid is echter het 
eerst gegeven bewijs te verkiezen, hoewel men daarbij van de te 
bewijzen formule uitgaat zonder dat men die formule geleidelijk 
ziet ontstaan. 



1) Men overtuigt zich n.1. gemakkelijk, dat een keerpunt van Cn, waarin 
uitsluitend door yerschui?ing langs Cn eenige gegeven punten zijn samen- 
gevallen, evenzoo behandeld moet worden als een keerpunt, waarin slechts 
één gegeven punt valt (zie p. 196). 
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§ 31. Verdere strekking der formule (45). 

In de vorige paragrafen hebben we ondersteld, dat geen twee 
of meer gegeven punten in een keerpunt van Cn samenvallen. 
Echter ook als dit wel plaats vindt en ook als het gaan door gege- 
ven punten door de algemeenere voorwaarde wordt vervangen, 
dat de coêfi&cienten van Cm aan eenige lineaire betrekkingen vol- 
doen, gaat de vergeiyking (46) (p. 180) in een groot aantal gevallen 
onveranderd door. 

We beginnen onze beschouwingen met het geval, dat het aantal 
t der voorgeschreven aanrakingen één is en dus gevraagd wordt 
naar het aantal krommen Cm van een lineair 'stelsel van de a^e 
orde, die een gegeven On buiten de meervoudige punten van Cn en 
de vaste punten van het stelsel a-voudig aanraken. Voor dat 
geval heb ik het aanrakingsprobleem met het volgende theorema 
opgelost, waarvan ik elders een bewijs hoop te leveren : 

„Gegeven z^ een algebraïsche kromme van het geslacht g, die geen 
meermalen tellende takken bevat, en een lineair stelsel van de a^ orde 
van krommen, die de vaste kromms in n' beweegl^ke punten snijden 
en geen van alle geheel of gedeeltelijk mst de vaste kromme samen- 
vallen. Het aantal beweeglijke snijpunten door de verschillende krom- 
men van het stelsel langs een tak T van On in den oorsprong S van 
dien tak geworpen i) is voor a verschillende waarden vatbaar, die 
naar grootte gerangschikt ri , r^ , ri,..,ra mogen ss^n. Tmschen 
deze grootheden bestaat de volgende betrekking: 



1) We zeggen, dat een kromme van het stelsel i beweeglijke snigpanten 
in den oorsprong S van een tak T van Cn werpt, als een naburige kromme 
van het stelsel i op den tak T dicht b\j 8 gelegen snijpunten oplevert 
In het volgende zullen we, van den oorspong van een tak van Cn spre- 
kend, alleen op dien eenen tak letten en niet op eventueele andere takken, 
die hun oorsprong in hetzelfde punt hebben; spreken we daarentegen van 
een jmnt van Cn, dan beschouwen we alle takken, die dat punt tot oor- 
sprong hebben. 



-SK + ', + ••• + ♦•« - ia(a+l)} = (a+l)(«'+«sf-a), (48) 

waarin het Z-ieeken een scymmeenng heteeke^ 

kuiken der vaste kromme, waarvoor ri + r^ + . . . + ra > è a (a + 1) 

fe, en over zooveel andere oorsprongen van takken als men wü*' 

Dit theorema geldt (behoudens de in het theorema zelf genoemde 
natuuriyke beperking) welke byzonderheden zich ook by het lineaire 
stelsel, bg de gegeven kromme en by de ligging der gegeven 
kromme ten opzichte van het lineaire stelsel mogen voordoen. 

Het merkwaardige van dit theorema is wel daarin gelegen, 
dat alle in de vergel^king (48) voorkomende grootheden rationaal- 
invariant zyn. 

Het tweede lid dier vergel^king stelt het aantal wezenl^ke 
oplossingen van het aanrakingsprobleem voor, ten minste als we 
onder een oplossing niet de gevraagde kromme maar het a-vou- 
dige raakpunt verstaan i). Uit die vergelijking volgt dus, dat de 
wezenlijke muUipliciteit van den oorsprong S van een tak van 
Cn als oplossing gelijk is aan: 

^i + ^ + • • • + ^a — i « (a + 1 ) . 

Hieruit volgt weder dat die wezenl^ke multipliciteit alleen van de 
getallen ri,r2, ...,ro, die we de raakgetallen noemen, afhangt. 
In het bijzonder noemen we r^ het eerste ra^kgetalj waaronder we 
dus te verstaan hebben hei kleinste van nul verschillende aantal 
beweeglyke snypunten met Cn door de onderscheidene krommen van 
het stelsel in S geworpen. Daarentegen stelt het ade raakgetal of 



^) Het aantal der a-voudige raakpunten en dat der krommen Cm valt 
natuurlek in het algemeen te zamen. Bestaat er echter op Cn een oorsprong 
voor welken r^__i>a + l is, dan voldoen oneindig veel krommen, die 
alle in dezen oorsprong de Cn a-voudig aanraken. Het tweede lid van 
verg. (48) stelt dan niet meer het aantal oplossingen voor indien men 
daaronder de krommen zelve, wel echter zoo men daaronder dea-voudige 
raakpunten verstaat. 
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Ta het grootste aantal in S vallende beweeglyke snijpunten voor. 

Voor een willekeurig punt S van Cn b.v. zal n = ^ zy n, dus de wezen- 
lijke multipliciteit wwZ, zooals ook van zelf spreekt, daar het grootste 
aantal in S geworpen beweegHjke snijpunten a (dus minder dan 
a + 1) bedraagt en S dus geen wezeniyke oplossing is. Voor een 
punt Sf dat een oplossing is zonder dat zich verder eenige bijzonder- 
heid voordoet, zal ri = 1, r^ = 2, . . . , Tq^^ = a — 1, r© = a + 1, dus 
de wezeniyke multipliciteit één zyn. Is S een vast punt van het 
lineaire stelsel, dan is in het algemeen n = t en dus de wezeniyke 
multipliciteit wwZ, en dit biyft zoo ook dan nog wanneer in S 
meerdere vaste punten samengevallen zyn, zoodat daar ter plaatse 
de raakiyn, of de raakiyn en de kromtestraal, enz. der krommen 
Cm voorgeschreven zyn. 

Is S een keerpunt der Gn maar geen vast punt van het lineaire 
stelsel, dan is in het algemeen ri = i+l, dus de wezenUjke mul- 
tipliciteit geiyk aan a \ in overeenstemming met de bewering 
van Cayley (zie p. 175). 

Is S daarentegen een keerpunt van Gn maar tevens een enkel- 
voudig vast punt van het lineaire stelsel, dan is in het algemeen 
ri=:i en dus de wezeniyke multipliciteit nul. 

Vallen eindeiyk in S, als keerpunt van Gn, meerdere vaste 
punten samen, dan doen zich verschillende gevallen voor, diewy 
later bespreken (zie p. 194 en 195). 

Uit een en ander volgt, dat in het geval van gegeven punten, 
waarvan er geen twee of meer in keerpunten van Gn samen- 
vallen, en in de onderstelling, dat Gn geen andere oorsprongen 
van superlineaire takken dan keerpunten heeft, waarvan er x 
buiten de gegeven punten vallen, het aantal eigenUjke oplossingen 
in het algemeen 

(a) = (a + 1) (n' — a + o^) — ox' . . . (49) 



^) Dit is het bewys, waarop we in $ 28 (p. 176) doelden. 
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bedraagt 1), in overeenstemming met vergelijking (45) voor < = 1. 
Uit het feit, dat de wezenlijke multipliciteit alleen van de raak- 
getallen afhangt, vloeien nu voor het meer algemeene geval van 
een lineair stelsel en een gegeven kromme met hoogere singula- 
riteiten onmiddellyk de beide volgende regels voort, waarvan de 
eerste van zelf sprekend is : 

I. De oorsprong van een (al of niet singulieren) tak van Cn, 
vmarin geen der krommen van het lineaire stelsel meer dan a beweeg- 
Ivjke sn^punten werpt, moet in de vergel^king (49) evemoo behandeld 
word&n als een keerpunt, waarin één enkel gegeven punt valt. 

II. De oorsprong van een tak van On, waarin geen der krommen 
van het stelsel één enkel beweeglijk snijpunt alleen noch ook meer 
dan a + 1 beweegl^ke snijpunten werpt% moet béhandeldSjoorden als 
een buiten de gegeven punten gelegen keerpunt en heeft dus een 
wezenlijke multipliciteit a. 

We zullen de onder I en II genoemde oorsprongen gemakshalve 
als oorsprongen van de eerste en van de ^tweede soort aanduiden. 
Voor een oorsprong van de eerste soort is derhalve ri = i, voor 
een oorsprong van de tweede soort n^i + l. 

Een oorsprong van een tak van Cn, die öf een meervoudig punt ^) 
van Cn öf een vast punt van het lineaire stelsel is, noemen we 
byzonder of bijzonder gelegen. Wanneer nu Cn geen andere bijzon- 
dere of bijzonder gelegen oorsprongen dan die van de eerste en 
van de tweede soort heeft, zal de vergeiyking (49) het aantal 
eigenlijke oplossingen blijven voorstellen, mits men onder x' het 



1) Immers wordt krachtens de op p. 161 gegeven definitie het aantal 
eigenligke oplossingen gevonden door van dat der wezenligke oplossingen 
dat der wezenlijke maar oneigenlijke ieder met haar wezenl^ke multipliciteit 
af te trekken. 

^ Dit wil dus zeggen dat het eerste raakgetal twee bedraagt en de daar 
op volgende telkens met de eenheid toenemen. 

8) Zie noot 2 p. 157. 
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aantal bijzondere of bijzonder gelegen oorsprongen van de tioeede 
soort versta. De bovengenoemde beperking komt op het volgende 
neer: 

De vergelijking (49) is juist in de onderstelling, dat geen enkele 
kromme van het stelsel in een b^zonderen of bijzonder gelegen oor- 
sprong van Cn meer dan a beweeglijke sn^punten werpt als het eerste 
raakgetal voor dien oorsprong één is en in elk geval niet meer dan 
a + 1 beweeglyke sn^punten. 

Immers volgt hieruit onmiddeliyk dat slechts oorsprongen van 
de eerste of van de tweede soort in de bijzondere of bijzonder 
gelegen punten aanwezig ondersteld worden. Het eerste raakgetal 
mag daar ter plaatse dus niet z^n drie of meer, noch ook mogen 
er sprongen van meer dan eene eenheid in de opvolgende raak- 
getallen voorkomen. 



Keeren we nu tot het algemeene geval terug, waarbQ het aantal 
t der voorgeschreven aanrakingen willekeurig is. We maken hierby 
direct de onderstelling, dat Cn geen andere bijzondere of bijzonder 
gelegen oorsprongen heeft dan die, waarvoor het eerste raakgetal i) 
de waarde één of twee heeft. Deze oorsprongen zullen we gemaks- 
halve als oorsprongen S resp. S' aanwezen; zy k' het aantal dier 
oorsprongen S\ Verder nemen we aan, dat er geen krommen Cm 
aan de vraag voldoen, die geheel of gedeeltelijk uit samenvallende 
deelen bestaan (zie § 24). 

Regel II laat zich nu op de volgende w^jze op het geval, dat t 
willekeurig is, overdragen: 

III. Een kromme dn, die wezenlek aan de vraag voldoet, en de 
a-voudige aanraking in een oorsprong met een eerste raakgetal twee 
(oorsprong S ') zoodanig uitvoert, dat er a + 1 en niet meer beweeg- 



^) De voor het eerste raakgetal gegeven definitie (zie p. 187) gaat onver» 
anderd door als t een willekeurige waarde heeft. 



mke anïpuntm in dien oorsprong vallen, heeft tengevolge daarvan 
een toesenlifke muUipliciteit a ^). 

We willen nu nagaan onder welke omstandigheden de formule 
(45) voor de nieuwe beteekenis van »' juist biyft. Daartoe hebben 
we met elkaar te vergeleken de multipliciteit, waarmede een 
wezenlijke maar oneigeniyke oplossing in de formule (45) biykens 
hare afleiding van § 80 in rekening is gebracht en de wezenlijke 
multipliciteit, die in werkelijkheid aan die oplossing toekomt. 
Beschouwen we een kromme Cm, die wezeniyk aan de vraag vol- 
doet en waarvan we eenvoudigheidshalve aannemen dat ze slechts 
twee der aanrakingen in oorsprongen S' uitvoert, n.1. een a-vou- 
dige aanraking in <S'i en een &-voudige in S'j. De wezeniyke mul- 
tipliciteit dezer oplossing is (a + a)(b + b*)u, waarin a + a' de 
multipliciteit is tengevolge van de manier waarop de aanraking 
in S'i wordt uitgevoerd, b + b' die tengevolge van de aanraking 
in 5 s en u die tengevolge der overige aanrakingen. Hierin is 
volgens den onder III gegeven regel a' = O als er a + 1 en niet 
meer beweeglijke sn^punten in den oorsprong S\ vallen, dus als 
de aanraking niet-overmatig ») wordt uitgevoerd. 

In de vergeiyking (46) komt deze oplossing dus onder A^ voor 
met een multipliciteit (a + a')(6 + 6')M, onder Ai met een multi- 
pliciteit a(b + b*)u+b(a + a')u en onder A^ met een multiplici- 
teit abUf terwQl die oplossing onder A^^A^,, enz. niet voorkomt. 
Derhalve komt in het tweede lid dier vergelQking de oplossing 
nog voor met een multipliciteit 

(a + a') (b + V)u — a{b + V)u — b{a + a')u + abu = d V u. 

Hieruit biykt dat om met die oplossing rekening te houden ze 
met een extra-muUipliciteit d V u in mindering gebracht moet 



>) Komt aan die oploBsing om eea andere reden een multipliciteit v 
toe, dan wordt liaar totale wezenl^'ke multipliciteit geljjk aan ov. 
^) Zie omtrent de definitie noot 3 pag. 157. 



- 192 - 

worden. De vergelyking (46) blijft dus juist na aanbrenging eener 
correctie (waarvan het bedrag van het door de formule opgeleverde 
aantal moet worden afgetrokken). In deze correctie komen de 
wezeniyke maar oneigenlijke oplossingen met hun extra-multipli- 
citeit voor, die blykens het boven gevondene verkregen wordt als 
het product der extra-multipliciteiten a' en b' veroorzaakt door de 
beide in oorsprongen S' uitgevoerde aanrakingen en de multipli- 
citeit u tengevolge der overige aanrakingen. Ditzelfde blyft onver- 
anderd doorgaan voor het geval, dat er meer dan twee vrije aanra- 
kingen in oorsprongen S' worden uitgevoerd ook dan als er meer- 
dere aanrakingen in eenzelfden oorsprong S' worden volbracht; 
deze in eenzelfden oorsprong uitgevoerde aanrakingen geven dan 
één enkele onsplitsbare extra-multipliciteit. We vinden dus: 

De extra-multiplidteü of de multipliciteit, waarmede een wezenlijke 
maar omigenlyke oplossing in de correctie optreedt, is gdijk aan het 
product der extra-multipliciteiten afkomstig van de b^zondere of 
bijzonder gelegen oorsprongen met een eerste raakgetal twee (oor- 
sprongen S), waarin vrije aanrakingen worden uitgevoerd, en de 
multiplidieit tengevolge der overige aanrakingen. 

De extra-multipliciteit der oneigenlijke oplossing is nul, m. a. w. 
die oplossing komt in de correctie niet voor, zoodra een der 
samenstellende extra-multipliciteiten nul is, hetgeen het geval is 
als minstens een der aanrakingen wezenlek maar niet-overmatig 
in een oorsprong S' wordt uitgevoerd. De vergelijking (46) (of (45) 
als < = 3 is) is onveranderd juist als de correctie nul is, dus als 
de extra-multipliciteit van alle wezenlijke maar oneigeniyke oplos- 
singen nul is. 

Ook blijft die vergelyking nog juist als het aantal wezenlyke 
oplossingen oneindig wordt en de vergelijking (43) (p. 170), welke het 
totale aantal der wezenlijke oplossingen aangeeft, dus haar be- 
teekenis verliest, mits slechts het aantal eigenlijke oplossingen eindig zy. 
Dit oneindig groot worden van het aantal wezenlijke maar oneigen- 
lijke oplossingen kan veroorzaakt worden door het samenvallen 



- 193 - 

van oorsprongen van superlineaire takken. Heeft Cn b.v. een vier- 
voudig punt P met twee aan twee samenvallende raakltjnen, zoo- 
dat twee takken van Cw in P een keerpunt vertoonen, dan zal 
by de vraag naar de dubbelraakl^nen iedere door P gaande rechte 
wezenlek aan de vraag voldoen. Om een probleem te kr\jgen, 
waarbij ook het aantal groepen van raakpunten oneindig groot wordt 
heeft men slechts het aantal vr)je aanrakingen te vermeerderen, 
en dus b.v. te vragen naar de cirkels, die dn driemaal enkel- 
voudig aanraken. Van deze vraag is iedere door P gaande cirkel, 
die Cn buiten P aanraakt, een wezenlijke maar oneigenlyke oplos- 
sing; men kan nu ieder punt van Cn als derde raakpunt kiezen. 
In dergeiyke gevallen is de formule (45) nog steeds geldig. 

Daarentegen moet het aantal eigenlijke oplossingen natuurlek 
eindig blöven wil de vergelyking (45) haar beteekenis biyven 
behouden. Zoo mag derhalve Cn geen oorsprong •hebben, die niet 
bijzonder of byzonder gelegen is maar voor welke toch ra— i > a + 1 
is ^), waarin a een der aanrakingsindices voorstelt. Dan immers 
kan men oneindig veel krommen aanbrengen in dezen oorsprong 
a-voudig rakende, die aan de vraag voldoen en van wier b , c-, 
enz.-voudige raakpunten er nog een of meer willekeurig kunnen 
gekozen worden. 

Nu met het voorafgaande nauwkeurig de gevallen zijn onder- 
zocht, waaronder de vergelyking (45) van kracht is, kunnen we 
het volgende theorema uitspreken, dat als een uitbreiding van 
THEOBEMA II to beschouwon is: 

Thbobema III. — B^ de vraag naar het aantal krommen van een 
lineair stelsel van de (a + b + c + , ,.)de orde, die aan een gegeven 
kromme Cn t vr^e aanrakingen van de orden a,bfC,... uitvoeren, 
wordt het aantal (a, b,c,.. .) der eigenlijke oplossingen ^), zoolang dit 



1) Hierin is weer ra— l het a — late der reeks van getallen, die aan- 
geven hoeveel beweeglijke snijpunten door de krommen van het stelsel in 
den oorsprong van den tak geworpen kunnen worden. 

^ Yoor de definitie zie p. 161. 

13 
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eindig is, door de vergel^king'(^b)'^) van theorema II (p. ISO) aan- 
gegeven, waarin nu a' het axintal der bijzondere of b^zonder gelegen^) 
oorsprongen van takken van Cn voorstelt, waarvoor het eerste raakgetal *) 
twee is; hierbij is echter ondersteld, dat er geen andere wezenlijke 
maar (meigenlijke oplossingen zijn dan die, welke minstens één der 
aanrakingen niet-overmatig *) in een dier k' oorsprongen uitvoeren ^). 

Alles, waarvan in dit theorema sprake is, is rationaal-in variant 
behalve het begrip „bijzondere of byzonder gelegen oorsprong." 
Dit laatste maakt dat by een birationale transformatie een eigen- 
lijke oplossing in een oneigenlijke kan overgaan en omgekeerd. 

Lichten we het theorema III nog door enkele eenvoudige voor- 
beelden toe, die betrekking hebben op keerpunten, waarin op 
bepaalde wyze eenige gegeven punten zijn samengevallen. Hierby 
zullen we steeds onderstellen dat er zich geen andere dan de uit- 
drukkelyk genoemde byzonderheden voordoen. 

Vallen in een keerpunt S van Cn twee gegeven punten samen 
(zoodat in dit keerpunt de raaklyn aan Cm is voorgeschreven, welke 
raakiyn al of niet de keerraaklijn zijn kan), dan heeft de Cw, die 
een of meer beweeglyke snijpunten in S werpt, in S een gewoon 



*) Hiermede is natuurlijk bedoeld de overeenkomstige vergelijking voor 
een willekeurige waarde van t, waarvan de samenstelling uit de vergel^- 
king (45), waarin ^ = 3 ondersteld is, gemakkelijk te herkennen is. 

*) Voor de definitie zie p. 189. 

») Zie p. 187. 

*) Zie noot 3 p. 1B7. 

') In deze onderstelling ligt opgesloten, dat Cn geen bijzondere of 
bijzonder gelegen oorsprongen met een eerste raakgetal drie heeft, daar 
er dan oneigenlijke oplossingen zouden z^'n, die alle ^de aanrakingen 
buiten deze x' oorsprongen uitvoeren. Tevens ligt er in opgesloten, dat 
de in § 24 besproken bijzonderheid (dot er krommen aan de vraag voldoen, 
die geheel of gedeeltelijk uit samenvallende deelen bestaan) zich niet voor- 
doet, daar dit eveneens tot oneigenlijke oplossingen zoude voeren, die 
alle vr^e aanrakingen buiten de x' oorsprongen volbrengen. 
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dubbelpunt^ waarvan de beide raakiynen in beide gevallen van 
de keerraaklön verschillen, zoodat S een vier-voudig snüpunt van 
Cm en Cn is. Hieruit volgt, dat het eerste raakgetal geiyk is 
aan één als de verbindingslijn der beide in S vallende gegeven 
punten yrel, en gel\jk aan twee als die verbindingsl^n niet met 
de keerraakl\jn samenvalt. Alleen in het laatste geval moet 
het keerpunt onder het aantal x' worden medegeteld. 

Vallen in een keerpunt S drie gegeven punten zoodanig samen, 
dat in S de raaklQn l en de kromming van Cm gegeven is, dan 
heeft de Cmt die een of meer beweegl^ke sn^punten in S werpt, 
in S een gewoon dubbelpunt, waarvan l een der dubbelpuntsraak- 
l^nen is. Hieruit bl\jkt, dat het eerste raakgetal twee is, onver- 
schillig of l al dan niet met de keerraakl\jn samenvalt. In beide 
gevallen moet het keerpunt als een buiten de gegeven punten 
gelegen keerpunt behandeld worden en dus onder het aantal x' 
worden medegeteld. 

Vallen de drie gegeven punten door verschuiving langs Cn in 
het keerpunt S samen, dan beteekent dit, dat Cm in S een gewoon 
dubbelpunt moet hebben ; in dat geval zal by een Cm, die een of 
meer beweegiyke snypunten in S werpt, een der dubbelpunts- 
raakiynen met de keerraaklyn samenvallen, zoodat het eerste 
raakgetal één is. Het keerpunt moet nu niet onder het aantal 
K worden medegeteld. 

Deze voorbeelden laten zich gemakkelijk vermeerderen met 
gevallen, waarby er vier of meer gegeven punten in een 
keerpunt van Cn samenvallen. Als algemeenen regel heeft 
men o.a.: 

Zijn in een keerpunt van Cn de aldaar samengekomen gegeven punten 
allen door verschuiving langs Cn samengevallen, dan is 
hei eerste raakgetal gelijk aan é é n, zoodat zulk een keerpunt behandeld 
moet worden als een keerpunt, waarin slechts één gegeven punt valt ^). 



1) Van dezen regel hebben we reeds op p. 185 gebruik gemaakt. 

18* 
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Maken we ten slotte van de vergeiyking (45) enkele toepassingen 
op de bepaling van aantallen kegelsneden, waarby de gegeven 
kromme ondersteld wordt geen hoogere singulariteiten dan keer- 
punten te vertoonen. 

Om het aantal (2 x 1 , 2) i) te vinden heeft men < = 1, a = 2 
w' = 2w — 3 en x' = x — 1 te stellen. Men vindt dan, daar 2flt=H-ie— 
-2w + 2 is: 



(2xl,2) = 3Jfc + x — 7 = a — 7. 

in overeenstemming met Cayley (8 Phü. Trans. Vol. 158, CoU. 
Pap. Vol. 6, art. 72). 

Ter bepaling van (1x1,2,2) heeft men <=2, a=6=2,n'=2w— 2 
en k' = x — 1 te stellen. Door g te verdrflven vindt men dan, daar 
nu P=2 is: 



2 (1 X 1 , 2 , 2) = (3A + x)' + 54n — 96* — 48x + 74 
= «' + 48* + 54n —48a + 74 , 

eveneens met de opgave van Cayley (1. c. art. 73) in overeenstem- 
ming. 

Zooals reeds is opgemerkt geeft de formule (45) evenals de 
formule van de Jonquièbes alleen dan het aantal eigenl^ke oplos- 
singen aan als er geen krommen Cm aan de vraag voldoen, die geheel 
of gedeeltelijk uit samenvallende deelen bestaan (zie § 24 p. 142 
en deze § p. 194). Doet deze bijzonderheid zich wel voor, dan kan 
de formule door het aanbrengen eener correctie juist gemaakt 
worden, welke correctie zich alleen dan rechtstreeks bepalen laat 
als het aantal dier gedegenereerde oplossingen eindig is. Voor 
m = 2 heb ik in een aantal gevallen deze correctie berekend. 

Als voorbeeld hiervan bepalen we het aantal (2,1,2). Dan is 
^ = 2, a = l, 6 = 2, w' = 2n-2 en «'=:«, zoodat de vergelijking (45) 
voor dit aantal oplevert: 



1 Zie voor de hier volgende notaties (2 x 1), (1 it 1) en (2) § 12, p. 80. 
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(2n4-*)(3ife4-««) — 48A — 18x + 72 = «(2n + *— 18)4-6*4-72. 

Hieronder z^n nu echter nog de volgende oneigenlijke oplos- 
singen medegeteld: 

l®. Ieder der k-2 raakiynen uit het punt F van Cn, waarin 
beide gegeven punten samenvallen, aan Cn getrokken voldoet als 
dubbelrechte (in twee samenvallende rechten gedegenereerde kegel- 
snede) oneigeniyk aan de vraag en wel n— 8 maal (telkens met 
een nog te bepalen multipliciteit x), daar ze in het raakpunt een 
drievoudige (dus een overmatige twee-voudige) aanraking en in 
de n— 8 overige sny punten enkelvoudige aanrakingen uitvoert. 
Dit geeft a;(fc— 2)(n-8) oneigeniyke oplossingen. 

2*. Ieder der x verbindingsiynen van F met de keerpunten 
van On vertoont als dubbehrechte in het keerpunt een overmatige 
aanraking van de 2de orde^) en in ieder der w— 8 overige sn^- 
punten aanrakingen van de Iste orde. Ieder dier dubbelrechten is 
dus n—S maal een oplossing telkens met een multipliciteit y. 
Dit geeft yxin—S) oneigenlijke oplossingen. 

De correctie bedraagt dus: 

«(*— 2Xn— 3)+y3c(n--3)=ya(n— 3)+(^— 3y)*(n— 3)— 2^n— 3). 
Voor het aantal eigenlQke oplossingen biyft derhalve over : 
a{{2^y)n + k-d{6-y)] + kn{w-3y) + 
4- 3A(2 4- o? — 3y) + 2an + 6 (12 — ^) . 

Dit aantal moet onveranderd biyven bü reciproke transformatie 
dus bö verwisseling van n en k, waaruit volgt, dat y = 1 en 
x = S is. Men vindt dus: 

(2, l,2) = (n + A—15)« + 6(n + 4)4-54 

= (n 4- A) (3A 4- x) 4- 6n — 89i — 15je 4- 54. (l.c. art. 69) 



) Volgens THEOREMA III wordt het optreden dier dubbelrechten in de 
correctie daardoor veroorzaakt, dat de aanraking in het keerpunt overmatig 
wordt uitgevoerd. 
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De resultaten, die ik op soortgel\jke w^jze verkregen heb en die 
ik elders hoop mede te deelen, zyn met één uitzondering in over- 
eenstemming met die van Cayley (1. c. art. 62—73). Ik heb n.1. 
gevonden : 

(bd,l,3)=6P + 6nA — 8n« + 62n--84A+51+3(2n4.A — 16)>c, 

terwyl Cayley (1. c. art. 73) daarvoor een waarde opgeeft, die 
2(n — 3) grooter is. In z^ne opgave is blijkbaar de dubbeltellende 
raaklijn in het vaste keerpunt mede opgenomen. Deze werpt vier 
beweegiyke snijpunten in dit keerpunt en voert daar dus de 3- vou- 
dige aanraking wezeniyk uit, terwgl ze in ieder der w- 3 overige 
snflpunten een enkelvoudige aanraking volbrengt. De dubbelrechte 
vertegenwoordigt derhalve w— 3 verschillende oneigenlyke maar 
wezenlyke oplossingen, die echter nog alle dubbel tellen. Deze 
oplossingen voeren geen der aanrakingen in een btjzonderen of 
bijzonder gelegen oorsprong met een eerste raakgetal twee uit, zoo- 
dat ze volgens theorema III niet uit de formule (45) verw^derd zijn. 
De onjuistheid der uitkomst van Cayley heb ik aan het voor- 
beeld w = 4, /(; = 3, je = 3 rechtstreeks kunnen aantoonen. In dat 
geval zouden er n.1. volgens de opgave van Cayley twee eigen- 
lijke oplossingen zijn, terwyl ik heb kunnen aantoonen dat er 
geen enkele is, in overeenstemming met mijne formule voor 
(rVT,l,3). 
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I. 

Door Stüdy en Kohn zyn voorbeelden gegeven van gevallen, 
waarin het ScHUBERT^sche beginsel van het behoud van het aan- 
tal niet meer doorgaat. Men kan echter ook voor die gevallen 
het beginsel geldig doen bleven door invoering van oplossingen 
met een muUipliciteU nul, waaronder dan oplossingen te verstaan 
zyn, die door een kleine verandering der gegevens tot verdwenen 
gebracht kunnen worden. 

(G. Kohn. Ueber das Princip ven der Erhaltung der Anzahl. 
Jrchiv der Matk. und Pkysik, (8) Bd. 4 (1903), p. 312—316. 

E. Studt. Ueber das sogenannte Princip der Erhaltung der 
Anzahl. Arckiv der Math. und Fhysik, (3) Bd. 8 (1905), p. 271—278). 

IL 

De toepassing van het beginsel van het behoud van het aantal 
geeft alleen dan betrouwbare resultaten als daaraan een nauw- 
keurig onderzoek omtrent de multipliciteit der oplossingen ver- 
bonden wordt. Deze multipliciteit kan niet met behulp van dat 
beginsel worden gevonden, maar daartoe moeten andere beschouwin- 
gen te hulp geroepen worden. Het bepalen van een multipUciteit 
in een eenvoudig geval om daaruit een algemeene conclusie te 
trekken is hierby niet veroorloofd, daar a priori niet steeds te 
voorzien is waar de oorzaak der multipliciteit in gelegen is. 



III. 

Op p. 102 van z^jn Kalkül der abzahlenden Geometrie geeft 
ScHüBERT eenige regels omtrent de multipliciteit der degeneraties, 
waarvan de eerste luidt: 

„Eine Amartung ist r'-fach zu rechnen: 

a) wenn sie eine r-fache Ordnungsgerade hat und diese 

durch 8 gegebene Punkte geht." 

Deze regel gaat in sommige gevallen wel, in andere gevallen 
niet door, doordat de oorzaak voor de multipliciteit der degene- 
ratie niet daarin te zoeken is, dat de kromme rmaal door ieder 
der gegeven punten gaat. 



IV. 

Op p. 88 van zyn Kalkül zegt Schübert, dat by de BRiLL'sche 
formule 

N==a + w + 2cg, 

voor het aantal coïncidenties eener (a,a') correspontie met een 
waardigheid c op een kromme van het geslacht g in ieder keer- 
punt c coincidenties ook dan medegeteld z^n als de verbindings- 
straal der coincideerende punten niet met de keerraaklyn samen- 
valt. In die formule is echter een in een keerpunt vallende 
coïncidentie evengoed medegeteld als deze verbindingsstraal wel 
met de keerraaklijn samenvalt, hoewel dan niet c maal (zooals 
volgens Brill het geval z^jn zou) maar slechts d maal, waarin 
c' de waardigheid der correspondentie „an sich" voorstelt. 

(A. Bbill. Ueber algebraïsche Correspondenzen. Maih. AnnaUn, 
Bd. 81 (1888), p. 374^409 ; spec. p. 404). 



Het uitspreken van soortgelyke correspondentiebeginsels als die 
van Salmon, Zeuthen en Schübert heeft geen waarde. Alle daaruit 
afgeleide resultaten kunnen minstens even gemakkelijk verkregen 



worden door, rechtstreeksche toepassing der coincidentieformnles, 
waarvan deze beginsels de interpretatie z\jn. 

(G. Salmon. Geometry of three dimensions, p. 511; Salmon — 
FiEDLEB. Geometrie des Baumes. IL Dritte Auflage, p. 615. 

H. G. Zbüthem. Sur les principes de correspondance du plan et 
de l'espace. Comités Eendus, t. 78 (1874), p. 1553—1556. 

H. ScHUBEBT. Beitrage zur abzahlenden Geometrie. Matk. Annalen, 
Bd. 10 (1876), p. 1—116 ; spec. § 17—23, p. 57—83). 



VI. 

De onderzoekingen van Zimmebmaitn omtrent den invloed van 
hoogere singulariteiten op de PLücKER'sche vergeiykingen zyn zeer 
onvolledig en niet op de hoogte van den tijd. Terwyl Zimmermann 
z\jn resultaten uitspreekt alsof die algemeen geldig z^n, zyn deze 
integendeel alleen dan juist, als de singuliere punten van dien 
aard z\jn, dat b\j nadering van een door zulk een punt gaande 
rechte tot een der raakl^nen in dat punt nooit meer dan één 
enkel snypunt tot het singuliere punt nadert. 

(O. ZiMMEBMANN. Neue Ableitung der PLücKEBschen Gleichun- 
gen nebst einigen directen Bestimmungen der Doppeltangenten 
ebener algebraischer Curven beliebiger Ordnung. CreUé^e Journal, 
Bd. 123 (1901), p. 1—32, 175—209). 



vn. 

De begrippen „rationale kromme" en ,,kromme van het geslacht 
nul" ztjn niet identisch. 



VIII. 

Het logisch teekenschrift van Peano verdient geen aanbeveling 
als algemeen mathematisch schrift. Het is alleen bruikbaar om 
de grondslagen der wiskunde aan de strengste eischen te toetsen. 



IX. 

De practische toepassing der beschrijvende meetkunde behoort 
gepaard te gaan met een stelselmatig onderzoek naar de grootte 
der fout, die by de constructie gemaakt kan z^n. 



X. 

Er bestaan verschillende algemeene typen van ruimtekrommen 
van den wden graad. In al die typen komen degeneraties in n 
elkaar op bepaalde wtjze sn^dende rechten voor, die de verschil- 
lende typen met elkander verbinden. 



XI. 

De behandelingswijze van de diflFerentiaalvergelyking van Monge, 
zooals die voorkomt in A. R. Forsyth, A treatise on diflFerential 
equations (Second edition. London, Macmillan and co., 1888, 
art. 229—241, p. 358—371), kan door een veel beknoptere en 
volledigere vervangen worden. Bovendien is de bewysvoering van 
art. 238 niet geheel afdoende. 



xn. 

In dè functietheorie verdient de beschouwing van een over een 
bol uitgebreid RiEMANN'sch oppervlak de voorkeur boven een vlak 
BiEMANN'sch oppervlak. 



XIIL 

De afleiding, die H. Laürent in Ch. Stürm's Cours d'ana- 
lyse (Paris, Gauthier-Villars, 1895), t. 2, p. 552-554 van de diflfe- 

rentiaalvergeiyking ter bepaling van de functie — — geeft, is niet 



correct. Door vermenigvuldiging met e moet eerst de 

periode van 4 Z tot 2 Z gereduceerd worden. 

Verder kan deze afleiding nog bekort worden door x niet met 
2 Z' \/—i maar met Z* |/^^ te doen toenemen. 



XIV. 



In een electrisch veld kunnen het ponderomotorische koppel en 
derhalve ook de tangentieele spanningen gevonden worden uit de 
verandering der electrische energie b|j draaiing van één enkel 
bolvormig gedacht volumenelement, waardoor dus de verplaat- 
sing, die een punt van het dielectricum ondergaat, een discon- 
tinue functie van de coördinaten van dat punt wordt. 

(H. A. LosENTZ laat in een artikel in de Encyklopadie der Math. 
Wissenschaften, Bd. Vs, p. 107 — 110 slechts continue verplaat- 
singen toe en komt daardoor tot het besluit dat het ponderomoto- 
rische koppel geheel, de tangentieele spanningen gedeeltel^k onbe- 
paald bleven, d. w. z. door andere overwegingen moeten worden 
gevonden). 

XV. 

Ten onrechte beschuldigt van der Waals Jb. Ostwald van 
inconsequentie, waar deze de kinetische verklaring der warmte 
een verklaring „durch etwas anderes" noemt, maar daarentegen 
de electromagnetische lichttheorie aanvaardt. Tusschen de hypo- 
these, dat we ons een gas als een zwerm moleculen hebben 
voor te stellen, en die, volgens welke licht een electromagne- 
tisch verschijnsel is, bestaat wel degeiyk een principieel onder- 
scheid. 

(J. D. VAN DER Waals Jb. De hypothesen in de natuurkunde. 

Hede uitgespr. b^ de aanv. van het hoogleeraarsambt aan de Univ. 

te Groningen op 23 Sept. 1903. Groningen, Wolters, 1903; p. 13 

en 14). 



•xvi. 

De afleiding, die Maxwell in z^jn Electricüy and Magnetism, 
art. 600 geeft voor de componenten der electromotorische kracht 
in een bewegend veld, kan achterwege blyven, daar de afleiding, 
die in art. 598 by een vast assenstelsel gegeven wordt, onver- 
anderd doorgaat als men het assenstelsel beweegl^k denkt. 




Tyn. I>e ii«.tfvi*i- Kiöboi JL Hukcl-.* — AiuattiiUh!. 



